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Apresentamos neste trabalho a primeira aplicação de pseudopotencia.is em cálculos ab-
initio de seções de choque provenientes de espalhamento elástico e indástico de elétrons 
por moléculas. Utilizamos o método multicanal de Schwinger (SMC) adaptado com os 
d . . "L l D . " "N (' . " I R h I .H S hl .. pseu opotencJaJs oca- cns1ty orm- .. onservmg <e ac e et, arnann e , c uter. 
Em nossa metodologia, os elétrons de caroço e os núcleos são substituidos por urn operador 
pseudopotencial de urna partícula e não local e os elétrons de valência são tratados do ponto 
de vista de muitos corpos, como no método SMC. NoHHOS resultadno, quando comparados 
aos resultados envolvendo todos os elétrons, mostram-se bastante satisfatórios. 
111 
Abstract 
We present in this work the first application of pseudopotcntials to ab-initio calculations 
of elastic and electronically inelastic electron-molecule collision cross sections. We use 
the Schwinger multichannel method (SMC) implementcd with the local-dcnsity norm· 
conserving pseudopot.entia.ls of Ha.chelet, Ha.mma.nn, a.nd Schluter. In our procedure, the 
core electrons and protons are replaced by the non-local but single-particle pseudopotentia.l, 
and the valence electrons are treated in a many-body framework, as in the SMC mcthod. 
Our calculated integral and differential cross sections are in vcry good agrccmcnt with 
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A Física de colisões, envolvendo elétrons de baixas cnergras e moléculas, passou a ~er 
objeto de grande interesse com a recente aplicação de plasrna.R frios em tw:nologia., em 
processos de ctching de superfícies e deposiç.ão de átomos em superfícies. 1\ descriçào dos 
processos fundamentais que ocorrem nos plasmas, necessária para a modelagem rmm(,rica 
destes plasmas, está diretamente ligada ao conhecimento de seções de choque provenientes 
de colisões dos elétrons de baixas energias com as moléculas neutras existentes no gás[l]. 
Com isto, surgiu a necessidade da existência de uma grande variedade de seçócs de choque 
para os mais diversos tipos de moléculas, principalmente moléculas com muitos elétrons 
[2]. 
Para processos de etching e deposição, é de fundamental importância. o conhecimento 
das sr·1çóes de choque de dissociaçào molecular, que estào dirdamente ligadas il.H t>xcitaçÓPs 
eletrônicas elo alvo molecular através do impacto dos elétrons. Como a rca.lizaçáo de ex-
perimentos envolvendo excitações eletrônicas i1 uma tarda difícil, P devido a pequena gama 
de dados de sPçÔes de choque existentes na literatura, os cálculos teóricos passaram a ter 
um papel importante. 
Do pon t.o de vista teórico, os problemas que r1n vol vern mui tos corpos nao aprcscril.am 
soluçôes exatas. A busca de aproximaçôcs e o desenvolvimento de mdodos que fomc<;arn 
boas soluçôes quantitativas tornam-He fundamentais. Neste sentido, sP os rnr'1todos tcúricos 
desenvolvidos para o estudo de colisões pretendem fornecer dados para urna. diversidade de 
l 
moléculas, moléculas com centenas de elétrons deverão ser estudadas. 
Cálculos de estrutura eletrônica molecular são feitos já há algum tempo com um alto 
grau de sofisticação, através de métodos ab-initio que vão além da aproximação de Hartree-
Fock (HF) [a], e portanto levam em conta tanto os efeitos de troca corno os efeitos de cor-
relação. Em contraste, apenas na última década foram desenvolvidos métodos ab-initio para 
o estudo de espalhamento de elétrons de baixa energia por moléculas. Eles são o método 
multicanal de Schwinger (SMC) [4], o método variacional complexo de Kohn (CKVM) [.5], 
o método da matriz H [6] e o método linear-algébrico [7], sendo que apenas o método SMC 
e o CKVM possibilitam o estudo de moléculas com geometria arbitrária. Embora estes 
métodos partam de diferentes princípios, eles têm urna característica comum que é o uso 
de funções de quadra.do integrável (V) (o SMC utiliza. exclusivamente funções V), o qual 
possibilita. a ut.ili~açào de algumas técnicas empregadas pelos químicos quânticos no cálculo 
de estados ligados. 
Em comparação aos cálculos de estrutura eletrônica, os cálculos de espalhamento ainda 
estão em um estágio inicial. No entanto, já existem na literatura alguns "bench marks" 1 
para espalhamento elástico no nível estático-troca para as moléculas de CH4 [8, Y] e SiH 4 
[10, 11], e espalhamento indástico, para as moléculas de H2 (2 canais) [5], [12]-[14] c CII20 
(3 canais) [L'i, 16]. Cálculos envolvendo polarizaçao têm sido realizados, mostrando-se 
necessários na descrição dos efeitos que ocorrem nas regiões de baixas energias, como o 
mínimo de Ramsauer [ll], [17]·[19]. 
A maior dificuldade encontrada na rea.li7.ação de cálculos de espalhamento elástico en-
volvendo moléculas com muitos ddrons ou em cálculos mais elabora.dos, como cálculos de 
excitações f~let.rônicas por impacto de elétrons e cálculos incluindo efeitos de polarização, 
deve-se ao grande esforço compu !.acionai exigido por estes métodos, pois a.lém de u t.i I i~arcm 
funções[}, é necessário a utilização de ondas planas para a descriçiio do elétron no contínuo. 
1 brnch mark • alguma coisa que pode ser utilizada como um padrào at.rav~s do qual outr<~' coisa.s úto 
julgadtc> ou IuedidaB 
2 
As funções L2 nestes métodos tem um duplo papel. Além de serem utilizadas na descrição 
do alvo molecular (cálculo de estados ligados), elas representam tarnbérn orbitais para o 
elétron no contínuo, e geralrnent1-' torna-se necessário um número maior de funç.ôcs para os 
cálculos de espalhamento, mn comparação aos cálculos de estados ligados. 
No caso do método SMC, da maneira corno está implementado hoje, o mawr custo 
computacional fica por conta do cálculo das irüt,grais primitivas envolvendo dois elétrons 
as quais devem ser calculadas para todas as possíveis combinaçôes das três funçôes Gaus-
sianas Cartesianas a, f3 c 1 e para vários módulos e direçóes do vetor de onda k. O número 
destas integrais é dado por N3 vezes o núnwro de ondas planas, onde N é o número de 
funções Gaussianas Cartesianas utilizadas na base. O número de ondas planas é definido 
por uma quadratura numérica (usualmente são utilizados 14 pontos para e, 14 pontos p<l.ra. 
<P e 28 pontos para k). Corno exemplo, vamos considerar a molécula de CF4 onde foi uti-
lizada uma base composta de 110 funçôes [20]. Para. este cálculo, o número de integrais 
< af31VIrk > é da ordem de 7 x 10~, para uma qua.dratura usual. Para sistemas com 
muitos détrons, onde um grande número de funções de base torna-se necessário para tuna 
boa dtlscriçào do alvo c da funç.ào de onda de espalhamento, o número destas integrais é 
muito grande tl o cálculo de scç.óes de choque torna-se impossível. Corn a rcccnt!' irnple-
mentaç.ào do código SMC crn computadores de arquitetura paralela. os quais permitem 
qull gmpos destas integrais sejam calculados simultancarnmt!.e, alguns cálculos envolvendo 
moléculas com um número Hl<l.ior de elétrons, como por exPmplo GeiL~, Si2 lfu, cl H4 (ex-
citaçào eletrônica) c C:~H 6 , foram rcaliz:ados [21, 22, 2:3]. 
Em pron~ssos de colisão cn volvendo elétrons ele baixa energia ( dP O e V a Hl e V), apenas 
os elétrons de valencia sào import.a.ntes: os elétrons de caroço apen~.s contribuem com uma. 
parcela para. o potencial c para ist.o consomem um bom tempo de cornpul.açào. A maneira 
mais apropriada de se eliminar estes elétrons de caroço indesejáveis é feita atrav('~s de pseu-
dopotenciais (PP). Nesta metodologia, o espectro de autovalores de valência é rq>roduzido, 
e as funções de onda de valência, as pseudo funções de onda, são funções suaves e não 
possuem oscilações, podendo ser expandidas em conjuntos de base menores. A vantagem 
de se utilizar estes PP fica mais evidente no tratamento de sistemas com muitos elétrons. 
Como exemplo, vamos considerar molóculas mmo SiF1 (50 elétrons), SiC14 (82 eldrons), 
SiBr4 ( 154 elétrons) e Sil4 (226 elétrons). Todas estas moléculas, assim corno CF 4 ( 42 
elétrons), possuem :~2 elétrons de vali~ncia. Isto significa qne com a utilização de P P em 
cálculos envolvendo estes sistemas, o custo computacional será o mesmo para todas. 
Os pseudopotenciais foram obtidos pela primeira vez por Phillips e Kleinman [24] a 
partir de uma metodologia baseada no método OPW para cálculo de bandas de energia. 
No enfoque de l'hillips e Kleinman existe o vínculo de ortogonalidade entre os estados de 
valência e de caroço, o qual leva a pseudopotenciais dependentes da energia e fortemente 
repulsivos em regiões próximas à origem. As funções de onda de valência obtidas desta 
forma diferem da função de onda usual fora da região do caroço, levando a uma descrição 
incorreta da densidade ele carga e do potencial. Corn o aparecimento dos pseudopotenciais 
Norm-Consct·ving, introduzidos por Hamann, Schliit.er e Chiang [25], os problemas com 
a construção de PhiUips e Kleinman foram solucionados, resultando em pseudopotenciais 
independentes da energia e suaves nas regiôes próximas à origem. As funções de onda de 
valência são idênticas à.s funções de onda d(~ todos os elétrons a partir de um raio t·'scolhi-
do 1'0 • E~tes PP foram obtidos a partir de cálculos atômicos n.b-initio rea.liz:ados na Local 
Dcru;ity Appm:rimalion (LDA). Bachelet, lla.rnann e Schlüter [26] aperfeiçoaram os pseu-
dopotcnciais d(~ Hamann, Schlüter e Chiang inch1indo efeitos relativísticos f' ajustando os 
pseudopotcnciais obtidos numerica.mente com funçôes analíticas (Ga.ussianas e funçào erro), 
as quais facilitam sen nso com bases envolvendo Gaussianas P ondas planas, permitindo 
qtte ('krrwntos de matriz dos l'l' nestas bases sejam calculados de forma. fechada. 
I 
Uma vez que os PP são obtidos no nível atômico a partir de cálculos ah-initio para 
o estado fundamental realizados dentro da LDA, (~ natural perguntar se eles pooem ser 
utilizados em cálculos envolvendo outros sistemas, corno moléculas e sólidos, ou em cálculos 
feitos em outra metodologia., como Hartree-F'ock (H F), ou ainda em cálculos de estrutura 
eletrônica fora do estado fundamental ou em cálculos de espalhamento de elétrons de baixa 
energia. por á.tornos e moléculas. Estas questócs lidam com a lmnsfn·ibilidade dos PP. 
Tmnsferibilidade não pode ser provada; devemos testar os PP nos cálculos de interesse 
e verificar se os resultados obtidos corn todos os elétrons são reprodu,;idos. Em relação 
a sólidos, existe uma vasta literatura a respeito da utilização destes pseudopotcnciais em 
cálculos de estrutura de banoas ele energia [27]- [:30]. Podemos citar também cálculos de 
bandas [:31] e estrutura eletrônica atômica [:32] na aproximação de Hartree-Fock e cálculos 
de espalhamento de elétrons por á.tomos [:3:3, :34]. 
E nosso objetivo m~ste trabalho verificar a tmnsjt:ribilidutif: dos pseudopotenciais de 
BITS nas seguintes situações: i) em cálculos moleculares usando o método de IIF para o 
estado fundamental, estados excitados c íons e ii) em cálculos de espalhamento elá.stico e 
incl<ístico de elétrons por moléculas, vcriftcando se as seções de chmpte obtidas da. maneira 
usual (com todos os elétrons) são rcprodu,;idas. Corno em cálculos de espa.l hamPnto é 
necessária uma descrição da funçào de onda que seja capa.z de manter o caráter ele muitos 
corpos do problema c de descn~vcr os estados excitados do alvo, utili;r,a.mos o rnétodo de H F; 
a LDA baseia-se na descrição do estado fundamental em termos da densidade eletrônica, 
sendo inadequada. pa.ra. uso em espalhamento. 
No Cap. ( 2) apresentaremos brevemente a teoria de espalhamento de cldrons por 
mol<'~culas. onde introdu;r,ircmos a nom(·mclatura P a.lguns conceitos úteis [:~5]. No Cap. ( :3) 
falaremos a resp~~ito da equaçào de LippmaTJn·Schwinger f' do princípio Vilriacional de 
Schwinger, considrra.ndo o espalha.mento por lllll potencial, que ,~a maneira utilizada. nos 
cursos de Mecânica Quimtica. :'1/o C:ap. ( 4) discutiremos o mdodo SMC, que/~ uma ex-
tensão do princípio variacional de Schwinger apropriada para o estudo de colisões de (~létrons 
com moléculas. Neste capítulo falaremos tam bi~rn sobre a aproximação de Hartree- Fock, uti-
lizada para gerar os orbitais necessários para as dcscriçôes do alvo e do espalhamento. Ainda 
no Cap. ( 4), discutiremos a implementação dos pscudopotenciais de Bachelet, llama.nn e 
Schliiter nas metodologias HF e SMC. Nos Caps. ( 5) e ( 6) apresentaremos os detalhes 
computacionais e os resultados para os cálculos de estrutura eletrônica c de espalhamento 
respectivamente. Finalizando, no Cap. ( 7) tiraremos nossas conclusões a respeito deste 
trabalho e discutiremos sobre as perspectivas futura~: deste novo desenvolvimento dentro 
do método SMC. 
Com exceção do Cap. ( 3), nos demais capítulos utilizaremos unidades atômicas com 
n=m=e=l. 
Capítulo 2 
Teoria de colisoes elétron-molécula 
Vários fatores tornam o cálculo de espalhamento de elétrons por moléculas complexo. A 
quebra da simetria do alvo implica na perda de uma simplificação tremenda, sendo que no 
caso de sistemas lineares ainda é possível tirar proveito de sua simetria cilíndrica. Como 
se trata de um problema que envolve muitos cli,trons (vamos considerar (N + 1 )-dótrons, 
sendo que N pertecem a.o alvo), a função de onda total de espalhamento deve ser antis-
simétrica, c assim satisfazer o princípio de exclusão. Além disso, dependendo da energia 
cinética do elétron incidente, diversos processos podem ocorrer, dentre os quais citamos: 
i) espalhamento elástico, onde após a colisão o ddron espalha.do permanece com a mesma 
energia de incidência c o alvo se rnant.érn em seu est.ado inicial; ii) espalhantenlo indâsliro, 
onde parte da energia do elétron incidente é transferida par<~. o alvo, ocorrendo excitações 
eletrônicas do alvo. 
No espalhamento envolvendo urn alvo com estrutura (núcleos e ckt.rons) surp;c o nm-
ceito de ranal, que é um possível modo de fragrncntaç.ão do sistema. durante a colisào. Para 
exemplificar este conceito, vamos considerar o espalhamento de elétrons por rnoléculas de 
H2, inicialrrw.nt.e no <~stado fundamenta.!. Tipicamente, os seguintes processos envolvc.ndo a 
estrutura eletrónica podem ocorrer 
i 
Cada processo descrito acima representa um possível canal a ser a.berto durante a colisão. 
O processo a) representa urna colisào elástica, os processos b) c c) representam colisões 
inelásticas e o processo d) representa ionizaçào. Co.so mais de um canal seja aberto durante 
a colisão, teremos um processo nwlticanal. Os mdodos desenvolvidos para o estudo rh~ 
espalhamento de elétrons por moléculas devem ser capazes de descrever estes processos 
multicanais. 
Dentro da aproximação de Born-Oppenheimcr (núcleos fixos), o Hamiltoniano que eles-
neve mn elétron incidindo em um alvo molecular composto por N elétrons c M núcleos 
e 
( 2.1) 
Na equação acima HN é o hamiltoniano elo alvo, TN+I (,o operador de ener,2;ia cinética do 





v N+l --- ( 2.:1) 
N I 
V=L:I'" . I r·- r i=l l N+l 
( 2. 1) 
Nas definições acima, o índice i se refere aos elétrons do alvo, o índice N + 1 se refere ao 
elétron no contínuo e o índice a se refere aos núcleos. 
Para podermos dcscn~ver o processo de <?spalharnento, precisamos obter os estados esta-
cionários de H N + 1 para. energias }!; > O que podem variar continuamente dentro do intervalo 
(0, oo ), ou seja, queremos resolver a seguinte equação de Schrodinger 
Hw+' W(1, 2, ... , N, N + l)::: EITJ(l, 2, ... , N, N + 1) (2.5) 
para autofunções possuindo o seguinte comportamento longe do alcance do potencial es-
palhador, ou seja, quando .,. --+ oo 
W ( 1, 2, ... , N, N + 1) --+ w'"" ( 1, 2, ... , N, N + l) + w•catt ( l, 2, ... , N, N + 1) (2.6) 
Considerando qne o alvo está inicialmente no canal r e após a colisão ern algum dos canais 
r' permitidos pela conservação de energia, ITI'"c representa. nma solução de 1!0 c 1V"'""1·1 
representa uma superposição de ondas esféricas emergentes dadas por 
( :2.7) 
e 
cikrn' ..... ..... 
'''"'""
11 (1 ') N N + l)-"' -·-j'(k· · k· ·)'" (1 ., V) 'V ,~,···~ ' L r~~ 1 '!"f! , .... , ... ,1 
r' r 
(2.8) 
onde kr e kr• são os módulos dos momentos inicial e final do ddron <~spalhado respectiva-
mente. 
Pela lei de conservação da energia devemos ter 
I ·) 
-~r 









onde E é a energia total da colisão. O limiar (ou "thrcshold") para a ocorrência. de excitaç.ào 
eletrônica. é 
I.-~ k2 ' ' ' ~:" "" ·r - 2(Er, - Er) (2.10) 
Caso kf, > O, a excitação é possível pela conservação de energia c o canal f' está alwrto, 
caso contrário o canal f' permanece fechado c a excitação não ocorre. 
Os resultados dos processos de espalhamento são descritos em termos de seçocs de 
choque obtidas no referencial do laboratório. Para um processo geral (elástico e/ou 
inelástico), a seção de choque diferencial é definida em termos da amplitude de espalha-
mento como 
( 2. ll) 
~ 
que representa um processo no qual um elétron com momento kr incidindo em um alvo 
inicia.lmente no estado <Pr, é espa.lhado e sai com monwnto kr,, deixando o alvo no estado 
11r•. Integrando a equação acima, obtemos a seçáo de choque integral correspondente a 
este processo 
(2.12) 
Uma das aproximaç6es mats comumente utili:~,adas para se resolver a Eq. ( 2.;',) é a 
aproximação estático-troca, na qual apenas o processo elástico é descrito c o único deito 
levado em conti\. é a troca entre o elétron incidente c um dos elét.rons do i\.lvo. Nesta 
aproximação, a. função de onda ele espalhamento(_, escrita corno 
Wr( I, 2, --·· N. N + 1) "" A[<Prrp] ( 2. I :3) 
onde <Pr é o f'stado inicial (fina.!) do a.lvo. rp = li.' a( a ---" n. 3) (· um orbital rcpn•sent<L!ldo o 




- --- :L tqQ 
V(N + 1)! q=l 
A= (2.14) 
onde fq é o sinal da permutaçào e Q é o operador de permuta.çào. 
Sem perda de generalidade, podemos considerar 1/J ortogonal a todos os orbitais t/J; 
utilizados na cOHtitrução de <1>1·· Com isto, o potencial estático-troca \<<;t: t~ 
(2.1.5) 
onde Vext representa a interação do dd.ron incidente (eHpalhado) com os n{H:leos do alvo 
dada por 
(2.Hi) 
J e I< são os operadores de Coulomb e de ExchaHge definidos por 
(2.17) 
( 2. l ti) 
onde os somatórios em i são sobre todos os estados ocupados do <ti v o. 
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Capítulo 3 
O princípio variacional de Schwinger 
A formulação apresentada no capítulo anterior baseia-se na solução da eqnaçao de 
Schrodinger para ( N + 1 )-eldrons, onde é necessário que a função de onda total de espalha-
menta satisfaça à condição de contorno exigida pela Eq. ( 2.6). Isto pode ser evitado se 
utilizarmos a versão integral da equação de Schrodinger, a equaçao de Lippmann-Schwinger 
(LS) [:16], a qual já carrega a condição de contorno apropriada na função de Green. Isto 
permite que a função de onda de espalhamento seja descrita apenas na região onde o po-
tencial é apreciável, podendo ser escrita em termos de uma base composta de funções de 
quadrado integrávd (U). 
Dentro desta formulação integral, é possível obtermos um princípio variacional par11. 
a amplitude de espalhamento, conhecido como princípio variacional dr: Sch.win,q.cr ( l'VS) 
[:36] 1 . Ao contrário de outros princípios variacionais, o PVS nào <·~ urn princípio dP rnínirno; 
ele apPnas nos di~ que a amplitude de espalhamento possui um extremo. 
Neste capítulo vmnos inicialmente falar sobre o PVS considerando o Pspalhamento por 
um potencial V [:.l7, J8]. As Pquações aqui estarão escritas na notação usual, contendo as 
const<llltes m e li.. No Cil.pítulo seguinte iremos falar wbrc a extensão multiccwal do PVS, 
o método multicanal de Schwinger (SMC), apropriada para o estudo de espalhamento de 
Pldrons por moléculas. 
1 na (~quaçiio Je Schüdiuger obtern-~e o prineípio variacional de Kohn, 110 qual Sf' hast)ia o CKVM 
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3.1 A equação de Lippmann-Schwinger 
As autofunç.ões do contínuo para um elétron, que é e~palhado por urn potencial V, H<w 
obtidas da solução da eqmt~cào de Schrüdinger 
(:1.1) 
onde E é a energia total da colisão, que pode assumir qualquer valor no intervalo (0, oo), e 
com 
H~ H0 +V 
2 n. 2 




Podemos considerar o problema para urna partícula livre, do qual obtemos uma equação 
homogênea para o mesmo autovalor de energia E da Eq. ( :3.1 ), dada por 





No espalhamento por urn potencial V não ocorrem processos multicanais, apenas pro-
ccssos diÍ.sticos, e ternos 
(:Ui) 




. r·'kr ) (+) k • ' ~ ~ 
1]!: U'') = --~----,- c' ,.r+ -j(kj, k;) 
k, (27r)> r 
(:3.7) 
Definindo os operadores .Êf0 e H como 
Ilo =E- Ilo · (3.8) 
e 
H=E-H (:3.9) 
podemos combinar as Eqs. ( :3.1) e ( :3.4) para obter 
(:3.10) 
onde os sinais mais ( +) e menos ( ·) correspondem aos índices k; c t1 respectivamente. A 
equação acima representa uma solução do problema. Isso pode ser verificado aplicando o 
operador fio sobre [1J!~±) > dada pela Eq. ( :UO); na ausência do potencial espalhador V, ·,,, 
recuperamos a solução relativa à. Eq. ( :3.4). 
Uma forma alternativa para 11- Eq. ( :3.10) é obtida se a multiplicarmos por 1/. Isso 
resul La mn 
com 
onde o operador de Green Gi1±) para a partícula livre r·~ definido como 
r·<±) __ ru 
h'2 




( :_1. 12) 
AEq. ( 3.10) (Eq. ( 3.11)) represcntaaformaintegraldaequaçàodeSchrodinger(Eq.( :3.1)) 
e é conhecida como equação de Lippmann-Schwinger. 
As soluçiles llli~+) >c 1<11~-) > possuem interpretações físicas diferentes, embora ambas 
k, kt 
sejam soluções aceitáveis do problema. lw~+) > ( 1'1'~-) >)representa a solução do problema 
k, . k f 
no qual um ddron com momento k; (k1) incide em um alvo descrito pelo potencial V. 
Ondas esf('.ricas saindo (f~ntrando) do alvo fazem parte da condição de contorno embutida 
(-,( +) ( r•(-) ) em -'o '-'o .. 
Vamos agoril. escrever a Eq. ( :3.10) na representação de coordenadas. Para isto vamos 
projetá-la na base li;'>, cuja relação de complctcza é dada por 
1 = f di;li'' > < il ( 3.14) 
Projetando a Eq. :tlO) em< rl c usando a relação de cornpleteza à esquerda e à direita 
d ( .(+) t e 'o emos 
(:3.15) 
Vamos agora obter a expressão para o op(~rador de Green na representa.ç.ão de coorde-
nadas. Temos 
(:l.16) 
que pode ser esc ri ta como 
I z 
d±l(r r-;'1) = -'·- < i;'l-----1------li" > 
- 0 · ' '! - I ' /I ± . -o..Jrn -:, - · u H-. ( :l.I i) 
Utilizando <L rdaçio de completeza para ondas planas dada por 
.f dklk >< kl 
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e o fato de que 
2 2 "' h k ~ 
lloik >= -, -lk > 
2m 
obtemos, após algmnas manipulaçôes 
cuja solução é 
1 e±ikjr"-r~l 
(,(±)(~ --<) ' ' -'o r,r =------~~ ~~ 47r r - ·r' 
(:t20) 
(3.21) 
Substituindo a solução acima na Eq. ( :3.15) e considerando o caso de potenciais locctis, 011 
seja, potenciais que satisfa~em à relação 
< rlVIi'' >= V(r-;<)8(r- r') (3.22) 
obtemo~ 
Estamos interessados no comportamento da Eq. ( :1.2:.!) no limite em que r ---+ = ou 
lf1 >> lr""'l· :\leste limite, podemos escrever 
(:l.24) 
Ddinindo k1 como 
a funt;ào de CrePn llca. 
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(:3.26) 
Considerando apenas a solução IIJ!~~) > e usando a equação acima, podemos escrever a Eq. 
( :3.2:3) como 
1 •). ih f ~me -.. -ik ?' -.. _., (+) - ,--- dre f V(r)<riiJ!. > 
411" h2 J' k, 
(:l.27) 
Comparando a equação acima com a Eq. ( :3.7), obtemos mna expressão para. a amplitude 
de espalhamento f (k f, k;) en vol Vl~ndo I 5';;
1 
>, o potencial de interação V e a função de onda 




< 5'· li>= _· --,--
k, (27r) ~ 
(:!.28) 
(:3.29) 
Uma forma alternativa para escrever J(k1 ,k;), currc0pondcnte à solução IIJI~--) >é -, 
(:1.:10) 
Combinando as Eqs. ( :3.11) e ( 3.:30), obtemos uma terceira expressào para .f(k1, k;) dada 
por 
(:3.:31) 
corn A(+) df',finido pela Eq. ( :.3.12). 
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3.2 O princípio variacional de Schwinger 
Vamos escrever o princípio variacional para a amplitude de espalhamento J(k1 , ki) cornbi-
nando suas três formas. Isto dá 
[f(k1,ki)] = --
1 2
m(211') 3 (< S·JVIw~+l > + < w~-)IVIS· >- < w~-JIA(+llw~+J >) 411' h2 kf k, kt k, kt k; 
(:U2) 
Se 1111~7) > e < wt) I forem exatas, a expressao acima fornece o valor correto para a 
amplitude de espalhamento. 
Vamos mostrar agora que para pequenas variações arbitrária::~ do ket, 1111~+) >,e dobra, 
k, 
<~~~~-\em torno de seus valores exatos, o funcional h r[lw~+) >, < w~-)1] é estacionário. 
k f f. • k; k f 
Fazendo primeiro variações no ket 
e substituindo na Eq. ( 3.32) obtemos 
Como as variações liiw~+) > são arbitrárias, se < 
k; 
Schwinger e A(+Jt =A(-) temos 






Do rnesmo modo, corno as variações< 81JJ~-ll são arbitrárias, se IW~+) >satisfaz à equação 
kt k, 
de Lippmann-Schwinger temos 
(3.38) 
As Eqs. ( 3.35) e ( 3.38) mostram que a amplitude de espalhamento é estacionária. 
Vamos agora expandir I~Vt7) >e < wt11 em urna base conhecida Xm 




Substituindo as Eqs. ( 3.:N) e ( :L40) na Eq. ( :t:l2), impondo a condição de extremo na 





e após algumas manipulaçoes, obtemos finalmente uma expressào operacional para a am-




Convém notar que na Eq. ( :~.43) as funções Xm sempre comparecem multiplicadas pelo 
potencial de interação V, c portanto só precisam ser descritas corretamente na região onde 
V é apreciável. Como consequência, o conjunto de base Xm pode ser descrito em termos 
de funções de quadrado integrávcl ( U). Isto tem consequências práticas na aplicação do 
princípio variacional de Schwinger no caso de espalhamento de elétrons por moléculas com 
geometria arbitrária, que será o assunto do próximo capítulo. 
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Capítulo 4 
O método multicanal de Schwinger 
Neste capítulo vamos falar do método SMC, de como descrevemos o alvo molecular uti-
lizando a aproximação de HF c de corno foi feita a implementação dos pseudopotenciais 
nos métodos SMC e HF. 
4.1 O método multicanal de Schwinger 
O método multicanal de Schwinger (SMC)~ é uma extensão do princípio variaciona.l de 
fichwingcr que leva em conta os efeitos multicanais, e foi desenvolvido para o estudo es-
pecífico de espalhamento de elétrons de baixa energia (O a 30 cV) por moléculas lineares c 
moléculas com geometria arbitrária [4]. O método SMC é ab-initio e portanto não utiliza 
nenhuma parametrização com a finalidade de reproduzir resultados experimentais. O termo 
de exchange (troca) é calculado diretamente; nenhuma. aproximação local <' utilizada. O 
método permite o estudo de excitações eletrônicas do alvo por impacto de elétrons [l:'i] 
e a inclusão de efeitos de polarização do alvo [19], resultantes da distorção de sua nuvem 
eletrônica devido à presença do elétron incidente. Os efeitos de polarização são introduzidos 
através de excitações eletrônicas virtuais do alvo, onde os canais eletrônicos energeticarnente 
fechados são incluidos na expansão da função de onda de espalhamento. Estes efeitos de 
polarização têm urn papel fundamental na descrição das seções de choque, principalmente 
nas regiões de baixas energias, onde a nuvem eletrônica do alvo sente muito mais a presença 
do elétron incidente c também onde freqüentemente aparece o mínimo de Hawsauer em 
:n 
algumas moléculas. Posições de ressonâncias também são modificadas com a inclusão de 
polarização. 
O ponto de partida do método SMC é a equação de Lippmann-Schwinger 
v,(+)- C'~ + r•(+)v.r,(+) "r - '·'kr l .. To 'l'r ( 4.1) 
na qual w~+) é a função de onda total de espalhamento para ( N + 1 )-elétrons, S fr é o produto 
de um autoestado do alvo 411 e de uma onda plana eikr.?N+ 1 , G~+) é a função de Creen para 
a partícula livre com a condição de cor;.torno apropriada, V é o potencial de interação do 
elétron incidente com os N elétrons e M núcleos do alvo e r é o índice dos canais. 









Os operadores IJN' l~v + 1 (> v· sào definidos pelas Eqs. ( 2.2)' ( 2.:3) e ( 2.1) respectiva.rnente. 
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De acordo com Gcltman [:39], para que o lado direito da Eq. ( 4.1) seja antissimétrico, 
uma vez que w~+l o é, devemos incluir os estados contínuos do alvo na função de Creen. 
Para evitar isto, definimos um operador de projeção P que atua :;obre o espaço de canais 
abertos do alvo 
P =L llf>r,(l, 2, ... , N) >< 1>r·(1, 2, ... , N)l (4.7) 
f'' 
e projetamos a Eq. ( 4.1) neste espaço 
P \T' ( +) - C'~ + G( +) v •T• ( +) 'i' r - ,.] kr ·1 p 'I' r (4.8) 
onde 
PS~ = S~ 
kr kr ( 4.9) 
e 
( ·.(+) - ?('(+) -' p - -'O (4.10) 
Com a finalidade de recuperar os canais fechados, escrevemos w~+) corno 
(4.11) 
onde a é uma constante a ser determinada. Impomos agora que \{!~+) satisfac;a à Eq. ( ~1.2) 
(4.12) 
Substituindo a Eq. ( ·1.8) na equação acima e usando as relaçôes 
[llo, P] =O (4.1:3) 
(4.14) 
onde 





/ Convém -not-ar- -que o operador A(+) apropriado para o espalhamento de elétrons por 
l moléculas é diferente do operador A(+) descrito no Cap. ( 3). 
·--Gmno-vimos-no Cap. ( 3)-;· a estabilidade va.ria.cionalleva à equação de LS somente se a 
' 
seguinte condição for satisfeita 1 
(4.19) 
Para que isto ocorra, com exceçào de G~+), os demais operadores devem ser hermitca.nos. 
Entretanto isto não é verdade para li, caso funções, que nào forem de qlla.dra.do integriÍvel, 
sejam utilizadas, devido à presença do operador TN+I· Isto explica o aparecimento do 
paràmetro a na teoria .. Com a escolha a = N + 1, os elementos de matriz do operador 
; , 1 0 termo cstab!lldaae l'ltrwnonal ~tgmfir<t que para a condiçao de extremo da amplitude de espalha-
I mento ser satisfeita d.,v.,mos obed"c"r its rdetçócs 
(·1.18) 
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1 A a A A 
- [H- - (HP + PH)] 
a 2 
(4.20) 
são identicamente nulos para funções do contínuo, e a condição exigida pela Eq. ( 4.19) é 
satisfeita. 
Finalmente podemos então escrever uma expressão variacional para a amplitude de 
espalhamento em sua versão multicanal análoga à Eq. ( 3.43) 2 
[f(kr,Jr)] = - ?
1 L< Srr,IV\Xm > (d- 1 )mn < XniV\Skr > 
..... 7r m,n 
(4.21) 
com 
dmn =< Xm\A(+)\Xn > ( 4.22) 
sendo que agora A(+) é dado pela Eq. ( 4.17). 
A expressão acima fornece a amplitude de espalhamento com respeito ao referencial da 
molécula (body-frame) J8 , que é definido pelos eixos principais de simetria da molécula. 
No entanto, para obtermos resultados que possam ser comparados àqueles obtidos experi-
mentalmente, precisamos escrever a amplitude de espalhamento com respeito ao referencial 
do laboratório (lab-frame) jL, no qual o eixo Z define a direção de incidência do feixe 
eletrônico. Com esta finalidade, primeiro expandimos f 8 em uma série de ondas parciais 




-8_ é dado por ,m 
Ffm(kr,,kr) = j dkr,Yt(kp)*j8 (kr,Jr) 
2 A amplitude de espalhamento no método SMC é obtida da Eq. ( 3.43) , fazendo h 




m- 1, e 
A quadratura de Gauss-Legendre é utilizada para realizar as integrações angulares; para 
dados k,, e k1,, ] 8 deve ser determinado para um conjunto apropriado de ângulos. Agora, 
o uso das matrizes de rotação de Wigner permite escrever JL corno uma série de ondas 
parciais descrita em relação aos ângulos do laboratório kí,, na forma 
JL(f;,,, kr) = L F1~n. ( kr,, kr) Y(( kf,, )Dh,r;.(O, n, /3) ( 4.25) 
T,m,JJ. 
Em um gás, as moléculas estão orientadas de forma aleatória. Isto é levado em conta 
fazendo uma integração sobre os ângulos k,. Isto é equiv<tlente a mantermos a molécula 
fixa. no espaço e considerarmos uma média sobre várias direções de incidência. Chamando 
os ângulos do referencial do laboratório kl' de (B1, ifJ1), a seção de choque diferencial é escrita 
como 
I I 1 f A I L - - )112 a(B, ifJ; k,., kr) =- dkr f (kp, kr 
471" 
(4.26) 
Novamente, urna quadratura de Gauss- Legcndrc é utilizada no cálculo das integrais angu-
lares. Finalmente, as seções de choque fisicamente mensuráveis são obtidas fazendo-se uma 
média sobre o ângulo azirnutal ifJ1 , uma média sobre os spins do estado inicial e uma soma 
sobre os spins do estado final para as transições de interesse. 
O conjunto de funções de base .Ym utilizado na expansão da fuw,:ào de onda de espa-
lhamento w~±l é formado por determinantes de SI ater de ( N + 1 )-elétrons (configurações) 
obtidos através da relaçào 
(·1.27) 
onde <Pr é um autoestado elo alvo (no caso de espalhamento elástico. 1>r representa. o estado 
fundamental do alvo), 'Pm é um orbital do contínuo e ;l é o operador de ant.issirnet.riza.ção 
para (:'J+l)-partículas, definido pela Eq. ( 2.11). 
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A escolha de funções Gaussianas Cartesianas para representar os orbitais utilizados 
na construção das configurações e na descrição dos estados do alvo, permite que todos os 
elementos de matriz necessários para o cálculo da amplitude de espalhamento sejam obtidos 
analiticamente, com exceção do termo envolvendo a função de Grem, < Ym JVG};t-l Vlxn >, 
que é obtido através de uma quadratura numérica [~. Originalmente este termo era 
calculado através da in:;erção de um OJ>Prador identidade, construído com um certo número 
de funções Gaussianas Cartesianas, em ambos os lados da função de Green c;~+), de tal 
forma que este elemento de matriz era ca.lculado analiticamente. Como em certos casos era 
necessário um grande número de funções Gaussianas Cartesianas para a constução deste 
operador identidade [fO], esta técnica tornou-se inviável. Além disso, a convergência das 
' \ ' 
seções de choque não era garantida[~]. 
Vamos agora estudar um pouco mais detalhadamente o termo< XmJVG~+)VIxn >. A 
f - d G G'(+l ' unçao e .rcen , P e 
c~+)= PC~+)= L I<Pr· >< 1>r·I(E- HN -lN+l + ú:t 1 
r-
( 4.28) 
Como llN é Ilermiteano e <I>r·• é sua autofunção com autovalor Er• podemos escrever 
c~+) =L . _!<!'r-.>< <Pr·l . 
r• (E- Er-- TN+t + 1.c) 
(-1.29) 
Pela conservação da energia temos 
k'f, = 2(E- Er·) (4.:m) 
e podemos então escrever 
c;j;t-l =L .~h·>< <Pr•l 
( kr, 1' . ) !'' 2 - N+l + lf 
Utilizando a relação de complete:.~a para as ondas planas dada por 
( 4.:32) 
obtemos 
r;(+l = "- jdk-:l<l>t·'k ><~lf>r,l -=-. 
-· 1' ~ k" " 
['I ' (...f.'. - k + ú) 
2 2 
( 4.:3:3) 
onde usamos o fato de que 
(4.:34) 
Vamos agora separar a funçào de Grccn em seu re:;íduo (R) e seu valor principal (Pr) 
escrevendo 





G~r =L Pr r'' dA: _2 ~ . ·fdkllf>t·'k >< k<l>r,l 
r• lu (·"r-'--k'). 
2 2 
(·U7) 




vr··(+l\7l . >- .. ll'r.·Rul .. · + < .· 
1
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( I. :)<l) 
l
'X! k2 
< ·_v IVGpp"VIv >= '"""Pr dk·_ ----------g1'' (k) ~\.rn An L-, · k'2 mn 





Tanto o resíduo quanto o valor principal são calculados numericamente, o que demanda 
muito tempo computacional. O cálculo do valor principal Pr é o mais caro, pois para 
o cálculo das integrais angulares g;,: .. (k), é preciso definir uma quadratura nas variáveis 
angulares determinadas por kr,. A integração radial também é feita numericamente, sendo 
necessário definir uma rede de pontos k. As integrais g~,.(k) devem ser calculadas para cada 
ponto desta rede radial. Uma boa olhada na Eq. ( 4.40) pode ser bastante esclarecedora. 
Os elementos de matriz que envolvem a função de Green, assim corno aqueles que 
aparecem no numerador, podem ser escritos em termos das integrais primitivas de dois 
elétrons 
(4.-12) 
Estas integrais, por serem numerosas, <'~ que tornam o método SMC caro. No caso de 
sisten1as moleculares com muitos clótrons, torna-se necessário um grande número de Gaus-
sianas para poder descrever o alvo e a função de onda de espalhamento e o uúmero destas 
integrais cresce de uma maneira absurda. As quadraturas angulares utilizadas t~rn sido de 
1-lxl4 (14 pontos para{) e 14 pontos param) e o niÍmero de pontos na. rede redial para a 
integração em k tem sido de 28 pontos. Estas quadraturas têm se mo::;trado suficientes na 
maioria dos casos. 
Com as quadraturas se mantendo fixas, a única ma.neira de se reduzir o número das 
integrais dadas pela Eq. ( 4.-±2) é reduz;iudo o niÍmero de Gaussianas. E exatamente neste 
ponto que fica evidente a importância dos pseudopotenciais, pois como o ntÍmero de elétrons 
da molécula fica restrito ao número de seus elétrons de valência, o número de Gaussianas 
na base é menor, c sistemas com muitos elétrons poderão ser estudados. 
4.2 A descrição do alvo 
Como no método SMC a descrição do alvo molecular é feita ao nível Hartree-Fock, iremos 
agora fazer urna breve descrição desta metodologia [a], e mostrar corno o método SMC 
utili,;a os orbitais Hartree-Fock em seus cálculos. 
Na aproximac,:ão de Hartree-Fock, o estado fundamental de urna molécula com camada 
fechada é descrito por um único determinante de Slatcr 1>0 (1, 2, ... , N), construido a partir 
de orbitais de urna partícula r.p;( = ~'ja( a = a, jJ)) 
(4.4:3) 
onde AN é o operador de antissimetrizaçào para N elétrons. Os orbitais r.p; e ~'J são 
denominados orbitais de spin c orbitais moleculares respectivamente e formam conjuntos 
ortonormais, isto t:• 
< r.p, i'PJ >= á;j 
e 
( 4.45) 
A energia eletrônica total para o estado fundamental correspondente a 1> 0 é 
('lAfi) 
onde H.v é o operador Harnilt.oniano puramente t'letrônico, definido pda. Eq. ( 2.2). l::m 
termos de elementos de matriz envolvendo os orbitais moleculares, /i0 é escrita como 
:w 
N N N 
2 -~f "2 
Eo = 2 L h;;+ L L)2l;j- K;j) ( 4.4 7) 
i=l i=l j=l 
onde o elemento h;; envolve apenas operadores de uma partícula, e é definido como 
( 4.48) 
J;j e K;j são as integrais de Coulomb (direta) e de Exchange (troca) que envolvem dois 
elétrons, e são definidas como 
(4.49) 
( 4.50) 
Para determinar o melhor conjunto de orbitais 1/;; que torne mínimo o valor de E0 , 
utilizamos o princípio variacional, realizando pequenas variações arbitrárias 81/;; e 81/;i nos 
orbitais moleculares e impondo a condição de extremo ao funcional E0 [1/;;, 1/;i], dada por 
8E0 =O (4.51) 
Com o vínculo de que durante estas variações os orbitais 1/;; permaneçam ortonormais, 
chegamos a um conjunto de equações íntegro-diferenciais acopladas de uma partícula, que 
deve ser satisfeito pelos orbitais 1/;;, dado por 
f'(l)l/J;(l) = t;1/;;(1) ( 4.52) 
onde o operador de Fock F(l) é definido como 
2 M !!. 
, 'V "' z" 2 , , 
F(1) = --- L _ ---:;-- + L[2Jj(l)- I<j(l)] 
2 n=l h- rc.l j=t 
( 4.53) 
' ' 





Na notação acima, (1) e (2) representam as coordenadas espaciais dos elétrons 1 e 2 respe-
ctivamente. 
Podemos obter uma interpretação física para os autovalores correspondentes aos orbitais 
ocupados (t;) e desocupados ((m), calculando o potencial de ionização (IP) c a afinidade 
eletrônica (EA). Utilizando as definir,:ões de IP e EA obtemos 
I V ,,•N-1 EN r = .c., o - o = - t; ( 4.,56) 
e 
EA - EN L·N+1-- o - '"o - -Em (4 .. 57) 
onde E{;r- 1 e EbV+ 1 são as energias totais da molécula com (N-1 )-elétrons e ( N + 1 )-elétrons 
respectivamente, obtidas com os mesmos orbitais utilizados no cálculo de R0 . As Eqs. 
( 4..56) e ( 4 .. 57) são o teorema de Kooprnans. 
No caso de espalhamento elástico, onde precisamos descrever apenas o estado funda-
mental do alvo molecular, os orbitais virtuais (desocupados), que já são automaticamente 
ortogonais aos orbitais ocupados, sào utiliL:ados na construção das configurações tornadas 
como base para a expansão da função de onda de espalhamento. Uma configuração Ym 
é escrita corno um produto a.ntissimetrizado do estado fundamental do alvo <11 0 e de um 
orbital (de spin) virtual l.fm representando um orbital do contínuo. Temos então 
'1') 
·J~ 
Se estivermos interessados no estudo de excitações eletrônicas, precisamos da descrição 
dos possíveis estados finais (estado fundamental e possíveis estados excitados) do alvo. 
Neste caso, os orbitais virtuais não são apropriados para urna descrição aproximada dos 
estados excitados, urna vez que foram obtidos no campo de N elétrons, sendo apropriados 
para descrever o íon molecular ( (N + 1)-elétrons ligados). Recorremos então aos Jmproved 
Virtual Orbital8 (lVO's) [41], que são obtidos através da diagonalização do potencial de 
(N-1 )-elétrons, VN _1 , onde são utilizado:; para isto os mesmos orbitais ocupados usados 
para descrever <fl 0 . O IVO nos fornece urna série de orbitais aproximados para os estados 
excitados da molécula, com os acoplamentos Singlcto e Tripleto corretos. O operador de 
Fock para os IVO's é 
N 
2 
+ L:[2};(1)- f<;(l)J + Új(l) ± kj(l) 
if.j 
( 1..59) 
com os sinais + e - para o Tripleto (3) e Singleto ( 1) respectivamente. O operador 1 •0 i/vo 
representa a excitação de um elétron inicialmente ocupando o orbital1/;j para o orbital r/JJ. 
A respectiva equac,:ão de autovalores é 
(1.60) 
Para se obter a solução das equações de Hartree-Fock (e também para os IVO's), o que 
se faz tradiciona.lmente é expandir os orbitais moleculares em termos de um conjunto (nao 
completo) de funções reais conhecidas <P11. (orbitais atômicos) 
K 
4•; = I: c~ti<P11. (4.61) 
IL=l 
Estas funções, no entanto, não são ortonormais, havendo entre elas um overlap S1w dado 
por 
(4.62) 
Os orbitais ~" são representados por funções Gaussianas Cartesianas (ou combinações 
lineares destas funções, as chamadas contrações) definidas por 
À(oA) ~ N (.x-A )1(y- A )"'("-A )"c-c.lr-ÃI, lmn ~ lmn .. x y ""' z J ( 4.6:)) 
Esta expansão em orbitais atômicos permite escrever as equações de HF em uma forma 
matricial, conhecida como equação de Hartree-Fock-Roothaan, onde as incógnitas passam 
a ser os coeficientes reais C";. A equação matricial é 
K K 
L FI-'VCvi =f; L si-'VCv;(i = 1, 2 ... K) ( 4.64) 
onde os elementos de matriz que aparecem na equação acima são definidos como 






c:I"V =L h"[(vv!u>.)- ~(;úluv)] 
,\" '"' 
:.~4 




P,\a = 2 L C,\; C <ri 
i =o l 
As integrais (fwlcr ,\) são definidas como 
(4. 71) 
A matriz de Fock F1 .. , é formada pela soma das matrizes H~~re e G1w. A matriz Jl~~re 
se mantem fixa durante a autoconsistência, pois é formada por elementos de matriz de 
operadores de uma partícula, que são calculados apenas uma vez e armazenados. .Já a 
matriz G"" deve ser recalculada a cada iteração, pois depende da matriz densidade P1w. O 
cálculo doi:! IVO'i:i é feito com o custo de apenas uma iteração, pois neste caso o operador 
de Fock independe dos orbitais que estão sendo calculados. 
Para o cálculo de espalhamento, fornecemos ao método SM C os orbitais moleculares 
obtidos através de um cálculo HF. O método SMC constrói e diagonaliza a matriz de Fock 
e monta as configurações. Uma vez que estamos utilizando pseudopotenciais em cálculos 
de espalhamento, precisamos primeiramente i mplcmentar os pseudopotenciais no método 
li F com a finalidade de obter os orbitais (pseudo orbitais) de valência. A descri~·ào da 
implementação dos pseudopotenciais nos métodos HF e SMC: é o objetivo da próxima 
. seçao. 
4.3 A introdução dos pseudopotenciais de BHS nos 
métodos HF e SMC 
Os pseudopotenciais de BHS sào representados por operadores nào locais de uma partícula 
e possuem a seguinte forma analítica 
·H: .. Jd 
onde a parte local é dada por 
• • • 
Vpp = Voare + Vion 
'}, 
, _ Z,, '"" . . 112 Voare--- L-c;erf(Pi r) 
r . 1 
"" 
e a parte não local é escrita como 
1 3 2 +I 
\l;on = L L L A,j(r2ne-O"JI'2 L llm >< lml 
n=O J=1 1=0 m=-1 
( 4. 72) 
(4.7:l) 
( 4. 7 4) 
O conjunto de parãmetros A,j1, aih c; e p; estão tabelados no artigo de I3IIS. Na parte 
local c1 + c2 = 1 de tal forma que, quando r ----t =, seu comportamento é -b,. A parte não r 
local contribui apenas na região próxima à origem, sendo de. curto alcance. 
No operador Vpp estão contidas todas as interações do núcleo atômico e dos elétrons de 
caroço com os elétrons de valência. Na verdade, este operador representa o potencial pro-
duzido pelo átomo "despido" de seus elétrons de valência, descrito de forma apropriada. No 
Apêndice ( A) discutimos brevemente a respeito da LDA c do método do pseudopotencial. 
A introdução de VjJp na metodologia HF é feita através da substituição das integrais 
de três centros do potencial nuclear entre dois orbitais atômicos 
( 4. 75) 
pelas integrais de três centros do pseudopotencial entre dois orbitais atômicos 
( 1. 76) 
De forma semelhante, no método SMC, as integrais híbridas do potencial nuclear entre um 
orbital atômico e uma onda plana 
:w 
V NUC L _ f f~ - ik.r[- ?:c] J.. ~ - ( re ~'" kv r (4.77) 
são substituidas pelas integrais híbridas do pseudopotencial entre um orbital atômico e 
uma onda plana 
V rr - f lr-:e-ik.rú r~-. k~ - ( . vpp~" " ( 4. 78) 
Como mencionamos anteriormente, nestes métodos os orbitais atômicos são representa-
dos por funções Gaussianas Cartesianas, que permitem que o cálculos destas integr{l.is seja 
feito analiticamente (ver Apêndices ( E) e ( F) e também a referência [42]). 
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Capítulo 5 
Cálculos de estrutura eletrônica 
Neste capítulo vamos falar a respeito dos cálculos de estrutura eletrônica, apresentando 
os critérios utilizados para escolher conjuntos de base a serem utilizados nos cálculos c:om 
pseudopotenciais e fazendo uma comparação dos resultados obtidos com todos os elétrons 
(AE) e com os pseudopotenciais. 
5.1 Pseudopotenciais em cálculos HF 
Realizamos cálculos de estrutura eletrônica com as seguintes moléculas: C2 , N2, F2 , BII, 
AE a contração (9S/5P)/[4S/2P] de Dunning [43] para os átomos de C, N, F, B e O, a 
contração (4S)/[2S] também de Dunning para o átomo de H, as primitivas (11S7P2D) para 
o átomo de Si na molécula de SiH4 , a contração (llS7PlD)/[6S4PlD] para o átomo de Si 
na molécula de Si 2 C e finalmente a base ST0-:3G para os átomos de H c Gc na molécula 
de CeR1. Para os cálculos com PP escolhemos dois conjuntos de base: o primeiro, ao qual 
chamamos "PP full", é o mesmo que o utilizado no cálculo AE; o segundo, ao qual batizamos 
'PP d" ' b 'd . d ''PP f ll" "' d ' " ('' . · · re , e o t1 o a partir o · u Jogan o 10ra as ,aussJanas CUJOS expoentes a 
. forem maiores do que 10.0 (1:3.0 para o F). O critério utilizado para definir a base "I'P 
rcd'' tem como justificativa o fato de que as pseudo funções de onda são funções suaves, 
podendo ent.ào ser descritas por Gaussianas que decaem lentamente. O expoente de corte 
n = 10.0 foi obtido através de diversos lestes. ~a Tab. ( f:i.4) apresentamos as Gaussiana:; 
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para o átomo de Oxigênio, onde os coeficientes entre parêntesis são igualados a zero na 
base "PP red". De posse destas bases realizamos os cálculos HF obtendo autovalores para 
o estado fundamental, energias verticais de excitação e potenciais verticais de ionização. 
Tomamos como referência para a comparação os resultados A E. Nosso objetivo aqui não 
é obter resultados para serem comparados a possíveis resultados experimentais, mas sim 
verificar corno os PP se comportam em cálculos HF em comparação ao cálculo A E, ou seja, 
queremos verifica!' se estes PP são tranferíveis para cálculos HF. 
Na Tab. ( .5.1) estão alguns resultados típicos para os autovalores do estado fundamen-
tal. Na coluna AE estão os resultados dos cálculos com todos os elétrons, nas colunas "PP 
full" e "PP red" estão os resultados para os cálculos com PP para as bases "PP full" e 
"PP red". A concordância dos resultados é bastante boa, havendo diferenças entre as três 
colunas. Isto ocorre porque não atingimos o limite de HF, que seria a situação ideal para 
- . uma comparaçao prensa. 
Nas Tabs. ( 5.2) e ( 5.:3) apresentamos os resultados para as energias verticais de 
excitação e potenciais verticais de ionização, obtidos a partir de diferenças de energias 
totais calculadas através do processo autoconsistente. Nos cálculos com PP utilizamos 
apenas a base "PP red", que mostrou ser suficiente para nosso objetivo. Embora as energias 
totais obtidas com os PP não tenham muito sentido, uma vez que estamos tratando apenas 
dos elétrons de valência., a diferença. das energias totais que é necessária para. cálculos de 
potenciais de ionização e energias de excitação fornece resultados bastante satisfatórios. O 
nosso interesse em saber se PP podem ser utilizados em cálculos de energias de excitação 
e potenciais de ionização está diretamente ligado à possibilidade de se realizar cálculos 
empregando PP de excitações eletrônicas por impacto de elétrons c fotoionizaçào. As Tabs. 
( 5.2) e ( 5.3) mostram que os PP fornecem resultados bastante próximos dos resultados 
obtidos com todos os elétrons. 
:l9 
Tabela .5.1: Autovalores do estado fundamental (Hartree) 
AE PP full PP red AE PP full PP red 
-
N2 I H20 i 
') J>g -L5282 -1.S263 -1 .. 5:31S 2al -1.:3613 -1.3S36 -1.3.561 
') ~au -o. 112a -0. 76:H; -0.7688 
' 
1b2 -0.7165 -0.7166 -0.7111 
l7r u -0.6264 -0.6:335 -0.6278 3al -0.5668 -0.5671 -0.56:3:3 
3a9 -0.6246 -0.6287 -0.6240 1 bt -0 . .506:3 -0 .. 5007 -0.1956 
co C2H4 
3a -1.590.5 -1..5909 -1..5958 2a9 -1.0584 -1.0541 -1.0625 
4a -0.8017 -0.8018 -0.8005 2blu -0.8068 -0.8019 -0.80S6 
! 
l7r -0.6645 -0.6721 -0.66.50 1b2u -0.6580 -0.6618 -0.656:3 
Sa -0.5495 -0 . .5487 -0.5477 3a9 -0.6018 -0.6060 -O.S998 
CH4 1b3g -0 .. 5131 -O.S 17S -0.5138 
2al -0.9582 -0.9570 -0.9621 lb3u -0.3808 i -0.:3825 -().;3766 
1 t2 -0.5-509 -0 .. 5528 -0 . .5485 Si2C 
SiH4 6at -0.9052 -0.9027 -0.9074 
3at -0.7376 -0.7418 -0.7406 .5b2 -0.6269 -0.6349 -0.6325 
2t2 -0.1859 -0.4879 -0.4871 7at -0.4407 -0.4434 -0.4446 
GcH4 6b2 -0.3571 -0.3640 -0.3629 
5al -0.7247 -0.7662 -0.7664 2bl -0.:1532 -0.:1567 -0.3512 
4t2 -0.48.53 -0.4951 -0.4969 8a1 -0.3472 -0.3513 -0.:149:1 
. - .... -· 
Tabela 5.2: Energias verticais de excitação (Hartree) 
. -- -------------- ------




N2 0.2782 0.2732 _q 
trr ' 0.:3441 0.3407 ,g 
H20 3 Hl 0.2732 0.2741 
1 B1 0.3027 ' o.:l054 
1A 2 0.3610 0.:3551 
I i I A2 0.3776 0.3719 I 
r-sil-14 3T2 0.:1456 0.:148:1 
Tabela ti.3: Potenciais verticais de ionização (Hartree) 
,----~ ... PP red ' AE 
f-------
N2 0 .. 5806 0 .. 5807 
"Cfo- o.49o5 0.4878 
- ---
H20 0.4072 0.396:~ 
CH20 0.3571 0.3563 
. --
Si2C 0.302.5 0.3040 
--·-··· 
CH4 0.5067 0.5051 
-- "" 
Sil14 0.4 70.5 0.4722 
GeH4 0.4726 0.1822 
--- -- - - ---· 
Tabela 5.4: Gaussianas Cartesianas - Oxigênio 
----··---r-·--·- ·- ·-----
tipo · expoente coeficiente 





:3.11 :~6 0.24120.') 
s 9 .. 5322 1.000000 -··: 
s - 0.9398 1.000000 
---s 0.2816 1.000000 ----=- ·- ···-p 3S.1832 (0.019580) 
I 





I p I 0.2 L37 I 1.000000 
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Capítulo 6 
Cálculos de espalhamento 
Neste capítulo iremos discutir a respeito da utilização dos pseudopotenciais de UIIS em 
cálculos de espalhamento elástico e inelástico de elétrons por moléculas. i<:scolhcmos para 
isto algumas moléculas que já foram estudadas tanto pelo método SMC corno pelo CKVM. 
Queremos verificar se a Fí:;ica contida nas seções de choque é reproduzida pelos PP. Não 
estaremos preocupados em reproduzir os resultados já existentes com 100% de precisão. 
Ficaremos satisfeitos se houver uma concordãncia em torno de 20 %. 
Este capítulo foi dividido em três seções para facilitar a apresentação dos detalhes 
computacionais c dos resultados. Na Sec. ( 6.1) iremos discutir sobre três moléculas 
com simetria tetraédrica e com mesmo número de elétrons de valência. São elas: CH 4 
(Metano), SiR1 (Silano) e GeH 4 (Germano). Os cálculos realizados foram no nível estático-
troca. Resultados experimentais mostram que as moléculas de Metano c Silano possuem, 
nas regiões de baixas energias, o mínimo de Ramsauer. É bem sabido, no entanto, que para 
reproduzir este efeito é necessário levar em conta os efeitos de polarização [11, 19]. De um 
modo geral, não esperamos ohtê-lo na aproximação estático-troca. 
Ainda no nível e:;tático-troca, na Sec. ( 6.2) discutiremos sobre uma molécula com 
urna geometria mais complicada que ~~ Si2 II6 (di-Silano). Este será um bom teste, pois 
esta molécula possui dois átomos de Silício e teremos a oportunidade de testar os PP fora 
do centro. :'-Ja Sec. ( 6.:3) trataremos de excitações eletrônicas da molécula de C:II/) 
( Formaldeido) ao uível de :~ canais. Este cálculo servirá como um primeiro teste para 
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colisões inelásticas. 
A base para os PP foi escolhida seguindo o critério definido no capítulo anterior ( "PP 
red"). Na Tab. ( 6.1) mostramos o número de elétrons (N e) e o número de funções Ga.us-
stanas Cartesianas ( N gc) utilizados em cálculos de espalhamento para algumas moléculas 
quando todos os elétrons (AE) estão envolvidos e quando apenas os elétrons de valência 
são levados em conta. 
Estas três moléculas possuem simetria tetraédrica, pertencendo ao grupo Td. No entanto, 
os códigos HF e SMC utilizam um grupo de simetria menor para estas moléculas que é o 
grupo C2v. Iremos então utilizar as simetrias deste grupo. As operações de simetria que 
nos interessam são as reflexões nos planos XY(a(XY)) e YZ(a(YZ)). Com o eixo Y sendo 
o eixo principal de simetria, os resultados das operações acima para as simetrias A1 , B 1 , 
B2 e A2 aparecem na Tab. ( 6.2) 
Os átomos de C, Si e Ge pertencem à mesma coluna da tabela periódica, tendo portanto 
o mesmo número de elétrons de valência (4). Isto também ocorre com estas moléculas. 
Todas possuem oito elétrons de valência distribuidos em dois orbitais a 1 , um orbital b1 
e um orbital b2 . Na Ta.b. ( 6.3) mostramos os autovalores de valência apenas para a.s 
moléculas de Sil-L1 e GeH 4 . Uma boa olhada nesta tabela nos mostra que estas duas 
moléculas possuem uma valência bem parecida. Além disso, seus comprimentos de ligação 
o o 
experimentais também são da mesma. ordem, com os valores 1.18 ;1, para Sill 4 e 1.527 A, 
o 
para GeH 4 . Pilra Cll4 o comprimento de ligação é de 1.08.5 A.. 
A molécula. escolhida para primeiro o teste dos PP em cálculos de espalhamento foi ClL" 
para a qual realizamos também os cálculos AE. Escolhemos uma base p('qucna., composta. 
de '27 fun~·ões. que serviu para. a. desrriçào do alvo e da função de onda de espalhamento. 
Não nos preocupamos, neste cálculo, em convergir os resultados, mas sim em testar nosso 
código SMC com os PP. Com esta base não há contribuição da simetria A2 para a seç.ão de 
choque. Nas Tabs. ( 6.4) e ( 6.5) apresentamos as funções Gaussianas utilizadas. Os PP 
foram colocados apenas no Carbono substituindo o orbital ls. 
Na Fig. ( 6.1) mostramos a seção de choque total elástica (SCTE) e observamos que 
a diferença entre as curvas é mínima. O importante é que as estruturas são reproduzidas 
exatamente. Na Fig. ( 6.3) mostramos uma seção de choque diferencial elástica (SCDE) a 
7.5 eV. Novamente, a Física é inteiramente reproduzida pelos PP. 
Subindo um pouco mais no número de elétrons, outra molécula estudada foi SiH4 para a 
qual existem resultados do método SMC [lO] e do CKVM [11]. Para este cálculo utilizamos 
a mesma base de Winstcad c McKoy [lO] e as Gaussianas aparecem na Tab. ( 6.6). Os PP 
foram colocados apenas no Silício, substituindo os orbitais ls, 2s e '2p. 
0l"a Fig. ( 6.2) mostramos nossos resultados da SCTE comparados aos de Winstcad e 
McKoy e aos do CKVM. A concordância entre os resultados é bastante boa. Na Fig. ( 6.4) 
mostramos a SCDE também a 7.5 eV. 
Uma molécula relativamente grande c estudada recentemente em computadores de ar-
quitetura paralela por Winstead et al. [21] é GcH 4 • Com O:> PP no átomo de Germânia 
substituimos os orbitais l-5, 2s, 2p, 3s, 3p e 3d. 
Pil.ra esta molécula realizamos diversos cálculos, mas nenhum reproduz; com exatidão os 
resultado~:~ AE. Utilizamos diversas bases diferentes compostas de 28, :H, 11 e 58 funções. Na 
Fig. ( 6.5) mostramos os resultados obtidos com 58 funções, que estão melhor convergidos. 
As Gaussianas utilizadas nesta base aparecem na Tab. ( 6. 7). Na Fig. ( 6.6) mostramos a 
SCDE a l5 eV. Os diversos testes de convergência aparecem nas Figs. ( 6.7) c ( 6.8) 
Como foi observado anteriormente, as valências de Sill1 e CeH4 sào bastante seme-
lhantes. Um elétron de baixa energia, que é espalhado principal menü~ pela valência, não 
deve ser capaz de diferenciar muito entre estas duas moléculas. Isto está mostrado na Fig. 
( 6.9). onde ilpilfCCl"lll as SCTE para SiH4 e GeH 4 . A diferença entre os resultados é muito 
pequena. 
Utilizamos aqui a conformação eclipsada ("cclipscd"). ao invés da estrela ("staggered") 
utilizada por Winstead et al. [21], por permitir a exploração de uma maior simetria pelos 
códigos HF e SMC. 
O conjunto de base utilizado aparece na Tab. ( 6.8). Os comprimentos de ligação Rsi-Si 
o o 
e Rs;-H utilizados foram de 2.:tH A e 1.492 A. O ângulo SiHS'i utilizado foi de 110.:3°. 
Na Fig. ( 6.10) apresentamos nosso resultado para a SCTE em comparação ao de 
Winstead et al. Acima de 5 e V as duas curvas apresentam a mesma forma. No entanto, a 
curva obtida com os PP, na região de baixa energia, apresenta urna estrutura dupla. Na 
Fig. ( 6.11) estão as curvas da SCDE para os cálculos AE e PP. A semelhança entre as 
curvas é grande, ambas apresentando as mesmas estruturas. Na Fig. ( 6.12) mostramos 
SCDE para .'i, 10, 25 e :30 eV, resultados do cálculo com PP. 
Para o Formaldeido, que pertence ao gmpo de ponto C2,, calculamos a excitação eletrônica 
dos estados (1·3 A2 ) (n-+ rr•) por impacto de elétrons ao nível de :1 canais. Para esta. 
molécula existem resultados teóricos recentes obtidos com o método SMC ('com o CKVM. 
Colocamos os PP no Carbono e no Oxigênio, substituindo seus orbitais l.s. 
O estado fundamental do CH 20, 1 ih, possui a seguinte configuraç.ào eletrônica 
onde os orbitais la 1 e ~a 1 foram substituidos pelos PP. O primeiro estado excitado é obtido 
fazendo um buraco no orbital 2b2 ( n) e colocando a partícula no orbital 2b1 ( rr*). o que d;í 
origem aos ('sta.dos :; .-1 2 c 1 :b cuja configuraçao eletrônica f:·. 
') 
24 2 lb2 " 2 lb2"b "b aal al 2'Ja1 1 "- 2"- t 
Q o 
Os comprimentos de ligação Rc-o e Rc-ll utilizados foram de 1.206 A e L 117 ;1 
respectivamente. O ângulo HC H foi de 11.5.8:3°. 
Utilizamos para este cálculo uma base pequena, composta de 50 funções, sem funções 
adicionais para espalhamento, que mostrou ser suficiente para descrever os estados funda-
mental e excitados e o espalhamento acima de lO eV. As Gaussianas utilizadas aparecem 
na Tab. ( 6.9). Com esta base aparece uma ressonâcia espúria em torno de 5.5 eV. Isto 
foi observado em cálculos preliminares utilizando o próprio SMC. A maneira encontrada 
para fazer sumir esta ressonância foi aumentar o número de funções. Como estamos real-
izando cálculos para testar o nosso procedimento, optamos por utilizar a base pequena e 
comparar os resultados apenas para energias acima de 10 cV. Os lVO's obtidos com esta 
base aparecem na Tab. ( 6.10), em comparação às energias de excitação experimentais e 
aos IVO's obtidos nos cálculos AE. 
Nas Figs. ( 6.1:3) (a), (b), (c) e (d) aparecem as seçoes de choque diferenciais para 
15, 20, 25 e :m eV. Nossos resultados estão em excelente acordo aos demais resultados 
[16, L:i]. Esta é uma excelente indicação de que estes PP podem ser utilizados em cálculos 
de espalhamento inelástico. l\'o entanto, um estudo mais detalhado deve ser realizado. 
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Tabela 6.1: Número de Elétrons (Ne) e de Gaussianas Cartesianas (N9c) 
i Ne 
_____ , . 
N_gc 
AE pp AE pp 
CH4 10 8 40 :32 
· CH20 16 12 68 52 
SiH4 18 8 72 49 
Si2H6 34 H 136 84 
Gell4 36 8 93 62 
Tabela 6.2: Grupo C2v 
-
O"(XY) O"(YZ) 
A1 +1 +l 
.. 
B1 +1 -1 
-··· ---
B2 -1 +l 
A2 -1 -1 
Tabela (>.3: Valência de SiH4 e GeH4 
.. ·-· -· -·· . 
(/1 a1 bl b2 
SiH4 -0.7394 -0.4860 -0.4860 -0.4860 
-- ·--
GeH4 -0. 7.59.5 -0.4743 
.. 
-0.4743 -0.4 74:~ I 
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Tabela 6.4: Gaussianas Cartesianas - AE - CH4 
---- , -r ------ ·--- ·--· ---·- .. '. - . 
cen!To f-tjp?_ expoente coeficiente 
c ' s ', 42:32.610 0.006228 
s 6:31.8820 0.017676 
s 146.0970 0.231439 ' 
s 42.49740 0.789108 
--···· ·--- -- -. c s 14.18920 0.791751 
s 1.966600 0.321870 
c s 5.147700 1.000000 
c I s 0.496200 1.000000 
---- --·- . - - .. -· -----c s 0.153300 1.000000 
c p 18.15.570 0.039196 
p 3.986100 0.211141 
p 1.142900 0.81677.5 
--·· --- --------··· --· c p 0.359400 1.000000 
c p 0.114600 1.000000 
I H s 13.361.50 0.130844 
s 2.013300 0.921S3~J -~-- - -·- ·-·· r-i:oooo-óõ · H s 0.453800 
------- ---·-·· 
H s 0.123300 1.000000 i 


























I p I 
' I s 
' s 
s 
H s ... i _ __:_ _________ _ 
expoente coeficiente 
I .5.14773 1.000000 
1.9666 1.000000 
0.4962 1.000000 
0.1533 1.000000 I 
3.9864 0.244144 
I 1.1429 0.816775 i 
' 
I o.:t'i94 1.000000 ! 
[õ:T146- ---- ·------------- -·· I 1.000000 I 
' ' ' 
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Tabela 6.6: Gaussianas Cartesianas - SiH4 
centro tipo expoente coeficiente 
SI s 3.9271 1.000000 
. -··- .. -·- -··-
SI I s 1.4.522 1.000000 
SI s 0.2576 1.000000 
i-s-I-···- f---c---- -···---- ... s 0.0944 1.000000 
··- ·····- .. -·-. --
SI s 0.0500 1.000000 
-----·-
SI s 0.0200 1.000000 
SI p 4.0417 1.000000 
... -- ---· -- ·-· . ----····· .. ---- ----·-
SI p 1.461.') 1.000000 
·- ---------
SI I p 0.:3:302 1.000000 
SI p 0.0952 1.000000 





SI o 0.2000 1.000000 
SI o 0.0700 1.000000 
H s l:tOl:H 0.019678 
s 1.9625 0.1:379S2 
--· . . --· 
H is 0.4446 1.000000 
H s 0.1220 1.000000 
··--··- .............. - •. -- ··- --·---···----
Tabela 6.7: Gaussianas Cartesianas- GeH4 
-------
centro tipo expoente coeficiente 
. --·- ... ·- --··. 
GE s :3.9271 1.000000 
G~ s 1.1.522 1.000000 
------- -·-. ···--·-····-----·-·-· --- ---· 
GE s 0.2576 1.000000 
-----·-··· 
GE I s ' 0.0944 1.000000 
----······~ ............ +--·---- .... - ··-··· ·-
GE I P i 4.0417 1.000000 
GE p _w..46I_s ···1.000000 




Tabela 6.8: Gaussianas Cartesianas - Si2Ha 
,--.-
· centro tipo expoente coeficiente 
-_----c--
SI S 3.9271 1.000000 
SI s 1.4522 1.000000 
. --·-·---·· -·--
SI s 0.2576 1.000000 
·- -,---· ---
SI s 0.0944 1.000000 
SI s 0.0500 1.000000 
SI s 0.0200 1.000000 
SI p 4.0417 1.000000 --- __ ,,_ - ----------. 
SI p 1.4615 1.000000 
SI p 0.3302 1.000000 
j SI P ·. 0.0600 1.000000 
1 Sl .. \D 0.2000 1.000000 ' . - ... . ------- ------ ··- ., 
~,n 0.0700 1.000000 s t:tot:H 0.019678 
s . 1.9625 0.1379fi2 
IH 
-s 0.4446 1.000000 
H s 0.1220 1.000000 
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Tabela 6.9: Gaussianas Cartesianas - CH20 
,------···---. ··-··-· ·----··- '"" -·· .. 
centro tipo expoente coeficiente 
c s Ei.l477 1.000000 
c s 1.9666 I 1.000000 
···--c s ' 0.4962 1.000000 
c j s - 0.15:3:3 1.000000 
c p 3.9864 1.000000 
c p 1.1429 1.000000 
c p 0.3594 1.000000 
c p 0.1146 1.000000 
c j D 0.7500 1.000000 
o s 9.5:322 1.000000 
' 
o s 3.4136 1.000000 
o s 0.9:398 1.000000 
o s 0.2846 1.000000 
-------- ------- -· ... ---· ··-··· ··--·------ --------------o p 7.9040 1.000000 
o p 2.3051 1.000000 
o p o. 7171 1.000000 
o p 0.2137 1.000000 
-- ·----- ···-· .. -· .. -- -- ---· o D 0.8500 1.000000 
-----·-· ------· ---
H s !3.3~H-l30844 
' s 2.on:3 0.921539 
H s ---------- ----o .45:{8 . . l. 00()(~00__ - i -
' 0.12:tl 1.000000 ' H s L __ .I 
Tabela 6.10: IVO's para o CH20 
I I experimental CKVM AE-SMC PP-SM(:-l - ' 
! I A2 
I I 
1.26 -!.85 I 4.801 -L786 ! 






















Figma 6.1: CH,1 - seção de choque integral elástica. Curva sólida, resultado do 
SMC com pseudopotencial; curva tracejada, resultado do SMC com todos os 
elétrons. 
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Figura 6.2: SiH4 ~ seção de choque integral elástica. Curva sólida, resultado do SMC com pseudopotencial; curva com traços longos, resultado do SMC com todos os elétrons; curva com traços curtos, resultado do método de Kohn. 
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~ura G.:3: CH4 - seção de choque diferencial elástica a 7.5 eV. Curva sólida, 
~ultado do SMC con1 pseudopotencial; curva tracejada, resultado do SMC 
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Figura 6.4: SiH4 - seção de choque diferencial elástica a 7.5 eV. Curva sólida, 
resultado do SMC com pseudopotencial; curva tracejada, resultado do SMC 
com todos os elétrons. 
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Figura 6.5: GeH4 - seção de choque integral elástica. Curva sólida, resultado do 
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Figura 6.6: GeH4 - seção de choque diferencial elástica a 15 eV. Curva sólida, 
resultado do SMC com pseudopotencial; curva tracejada, resultado do SMC 









\ Q) 20 
"d 















Winstead et al . 
o+-~--~--~~.--.-.~r-.-.-~ 
o 5 10 15 20 25 30 
Energia (e V) 
Figura 6. 7: GeH4 - seção de choque integral elástica. Curva sólida, 54 funções 
de espalhamento; curva com traços longos, 40 funções de espalhamento; curva 
tracejada, 30 funções de espalhamento; curva com traços curtos, 24 funções de 






" C\l s 
<:.> 
























Winstead et ai. 
30 "60 90 120 150 
Angulo (graus) 
180 
Figura 6.8: GeH4 - seção de choque diferencial elástica a 20 e V. Curva sólida, 54 
funções de espalhamento; curva com traços longos, 40 funções de espalhamen-
to; curva tracejada, 30 funções de espalhamento; curva com traços curtos, 24 
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Figura 6.9: Seção de choque integral elástica para SiH4 e GeH4 • Curva sólida, 





















o 5 10 15 20 25 30 
Energia (e V) 
Figura 6.10: Si2H6 - seção de choque integral elástica. Curva sólida, resultado 
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Figura 6.11: Si2H 6 - seção de choque diferencial elástica a 15 eV. Curva sólida, 
resultado do SMC com pseudopotencial; curva tracejada, resultado do SMC 
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Figura 6.12: Seção de choque diferencial elástica para SbH6 a 5 e V (curva sólida), 
10 eV (curva com traços curtos), 25 eV (curva tracejada) e 30 eV (curva com 
traços longos) 
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Figura 6.13: Seção de choque diferencial de excitação dos estados 3 A 2 (curvas 
superiores) e 1 A 2 (curvas inferiores) do CH20. (a) 15 e V Curva sólida, resultado 
para o SMC com pseudopotencial, curva tracejada, resultado para o SMC com 
todos os elétrons; curva com traços curtos, resultados para o método de Kohn; 
(b) como em (a) para 20 eV; (c) como em (a) para 25 eV, exceto por não haver 
resultados para o método de Kohn; (d) como em (c) para 30 eV 
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Capítulo 7 
Conclusões e perspectivas futuras 
Utilizamos os pseudopotencias de Bachelet, Hamann e Schlüter em cálculos de estrutura 
eletrônica de moléculas utilizando a aproximação de llartree-Fock e em cálculos de espa-
lhamcnto elástico c inclástico de elétrons por moléculas utilizando o método SMC, com 
a finalidade de verificar a transferibilidade destes pseudopotenciais Norm-Conscrving para 
' 
estes cálculos. Os resultados obtidos, tanto para a estrutura eletrônica como para o es-
palhamento, mostram que estes pseudopotenciais são altamente transferíveis, confirmando 
assim a expectativa de BHS. 
Embora não existam na literatura conjuntos de base com funções Gaussianas desen-
volvidas para estes PP, mostramos ser possível elaborar um critério que permite utilizar 
bases já existentes, no qual o número de funções primitivas é reduzido. Esta redução no 
niÍmero de funções de base permite que cálculos de espalhamento envolvendo moléculas 
com vários elétrons, antes realizados em computadores de arquitetura paralela, possam ser 
realizados em estações de trabalho. 
Cálculos a nível estático-troca para moléculas envolvendo muitos elétrons (CF1 , ... ,Sil4 ) 
já estão sendo realizados [44], onde estã.o sendo estudadas a convergência das seções de 
choque com relação às quadraturas utilizadas no cálculo do termo VGV e com relação aos 
comprimentos de ligação das moléculas e ainda a utilização simultânea de pseudopotenciais 
em vários centros. 
Mesmo os resultados obtidos para excitações eletrônicas por impacto de elétrons sendo 
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animadores, é necessário que mais testes sejam realizados, com o intuito de reproduzir os 
resultados já existentes (seções de choque integrais e diferenciais) para as moléculas de 
CH20 [15, 16], C2H4 [23, 46] e CH4 [47]. 
Falando ainda em espalhamento de elétrons por moléculas, existe a possibilidade da 
utilização dos PP em cálculos envolvendo sistemas com camadas abertas [45], cujo estudo 
está ainda em fase inicial. 
O método SMC foi recentemente adaptado para permitir o estudo de espalhamento 
de pósitrons por moléculas [48]. Neste campo, as moléculas de interesse possuem muitos 
elétrons, e a utilização dos PP torna-se atraente. No entanto, cálculos preliminares indicam 
que os PP devem ser adaptados para pósitrons. 
Estudos de fotoionização de valência têm sido realizados com uma outra vcrsao do 
método SMC [49]. Aqui também os PP podem ser de grande utilidade. Finalmente, mais 
uma possível aplicação dos PP é em espalhamento de elétrons por moléculas adsorvidas em 
superfícies [.50]. 
Com esta nova implementação dentro do método SMC, esperamos ter contribuido para 
o desenvolvimento da área de espalhamento. 
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Apêndice A 
O método do pseudopotencial 
Falamos ao longo deste trabalho a respeito de pseudopotenciais e da LUA. Vamos, neste 
apêndice, dar urna idéia a respeito da LDA e falar sobre o método do pscudopotencial. 
De acordo com llohenberg e Kohn [51], a energia total E0 do estado fundamental de 
um sistema de elétrons com densidade n(?) que inter agem entre si e sujeitos a ação de um 
potencial externo, Vext(rJ, pode ser escrita corno sendo um funcional da densidade eletrônica 
n(?) 
Eo[n] = T[n] + Eext[n] + Eee[n] + b'xc[n] ( A.l) 
Na equação acima, T[n] é energia cinética dos elétrons não intcragentes, Eext[n] é a energia 
de interação dos elétrons com o potencial externo, b'ce[n] é a energia de interação coulorn-
biana entre os elétrons c, finalmente, 8xc[n] é a energia de exchange-correlaçào. Eext e Eee 
são escritas em termos da densidade n como 
(A.2) 
e: 
L' [ ] =f f d~d-.n(r}n(7~ 
r-ee n r r ~-· ;1/1 
r~ r 
(A .:3) 
:\ forma do funcional é'xc [n] é descon becida, mas dentro de urna aproximação local ele pode 
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ser escrito na forma 
( Â .4) 
onde ~'xc( n( r')), função da densidade eletrônica n, é a densidade de energia de exchange-
corrclação de um gás de elétrons com densidade homogênea n. A escolha de uma boa 
aproximação para fxc é de fundamental importância. V árias aproximações foram propostas 
sendo que a mais utilizada hoje em dia é aquela obtida por Ceperley e Alder [52] e poste-
riormente parametrizada por Pedew e Zunger [53]. 
Segundo Kohn e Sham [54], uma solução variacional para a Eq. ( A.l) é obtida através 
da :;olução de um conjunto de equações tipo Schrodinger para uma partícula por um pro-







Nas equações acima w; é o número de ocupação do i-ésimo estado, t; seu autovalor e 'lj1; sua 
autofunção. O potencial Ví,1 se refere ao potencial de blindagem eletrônica. O termo tt~·c é 
o potencial de exchange-correlação e se relaciona com n(il através de 
(/\.8) 
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Vamos agora particularizar o nosso sistema de elétrons considerando um átomo isolado. 
O potencial externo passa a ser o potencial de interação dos elétrons com o núcleo atômico 





Podemos obter a solução das Eqs. ( A.5 )- ( A. 7) considerando todos os elétrons (caroço+ 
valência) ou considerando apenas os elétrons de valência, com o potencial devido ao núcleo 
e aos elétrons de caroço sendo substituído por um pseudopotencial. Quando atacamos o 
problema considerando todos os elétrons, o potencial efetivo que atua sobre um elétron fica 
sendo a soma do potencial externo, devido ao núcleo, mais o potencial devido aos outros 
elétrons (blindagem): 
V te + v;c,v ef = Vext bl (A. lO) 
com o potencial externo sendo dado por: 
Z., + Zv 
Vext = - , Z = Zv + Zc 
r 
(A.ll) 
Na Eq. ( A.1l), Zc e Zv são os números de elétrons do caroço e de valência respectivamente. 
O índice te do potencial efetivo que aparece na Eq. ( A.lO) se refere a todos os elétrons. 
O potencial Ví,~,v, onde os índices v c c indicam que estamos tratando de valência c caroço, 
é um funcional da densidade eletrônica total n( r) ( nc + nv) c inclui, além da interação 
eletrônica coulombiana, termos de exchange-correlação sendo definido pela Eq. ( A.6). O 
hamiltoniano de uma partícula para o problema envolvendo todos os elétrons fica sendo: 
(A.l2) 
As autofunções 1/•; deste harniltoniano possuem uma estrutura oscilante c formam a base 
para a construção da densidade eletrônica total n(i), que por sua vez é utilizada no cálculo 
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do potencial de blindagem e da energia total. 
Podemos, no entanto, obter uma simplificação se apenas os elétrons de valência forem 
relevantes para o problema, com o emprego da aproximação do pseudopotencial. Para isto, 
substitnimos o átomo com todos os elétrons por um ''pseudo átomo" contendo Zv elétrons 
(de valência) e com uma "pseudodensidade" eletrônica fi( T). O potencial efetivo agora é: 
onde substituimos o potencial externo por um pseudopotencial Vpr cuja forma é 
onde v~xt é dado por 
ltn«X +i 








o potencial de blindagem Ví,Y, agora devido apenas a valência v, da mesma forma que vb~,v 
é também um funcional da densidade eletrônica (pseudodensidade) fi. O hamiltoniano de 
uma partícula para o pseudopotencial é 
(A.l6) 
cujas autofunções 1~;, que agora são funções suaves e sem nós, formam a base para o cálculo 
da. pseudodensidade n( T) autoconsist.ente. A energia total do pseudo átomo é dada. pela 
Eq. ( A.l ), onde a densidade n é substituida pela densidade ri e o potencial externo pelo 
pseudopotencial. O conjunto de equações autoconsistentes para o pseudopotencial análogo 







n(?) = I>~I;I~;(?JI2 (A.19) 
' 
Em geral, os pseudopotenciais possuem algumas propriedades que são i) f; = t; para 
os orbitais de valência, ii) '1/J; são normalizadas e suaves para os elétrons de valência na 
configuração do estado fundamental, iii) ;{;; c 1p; são idênticas além de um raio rc e iv) As 
integrais de O a r das pseudodcnsidade e da densidade de carga são iguais para cada estado 
de valência para r > rc. As duas últimas propriedades são exclusivas de pseudopotenciais 
Norm-Conserving e independem da metodologia (HF ou LDA) na qual o pseudopotencial 
é obtido. Oentro da aproximação de IIF, a conservação da norma foi introduzida por 
Redondo et al. [55] para o átomo de silício, de tal forma que o pseudopotencial tornou-se 
dependente da base utilizada. Foi também utilizada por Christiansen et al. [70]. Hay e 
Wadt [56] obtiveram pseudopotenciais com conservação da norma relativísticos para vários 
elementos da tabela periódica. 
A idéia de conservação da norma foi utilizada pela primeira vez por Topp e Hopfield [57] 
no desenvolvimento de um pscudopotencial (local) semi-empírico que desse uma descrição 
física da densidade de carga de valência. 
Podemos encontrar na literatura mai:; recente uma grande quantidade de pseudopo-
tenciais para aplicações em cá.lculos de estado sólido que ~ào extensôes dos tra.balho~ de 
IISC [25] c HHS [26]. Dentre eles podemos citar os trabalhos de Kerker [.'í8], Kleinman 
e llylandcr [.59], Blochl [60], Rappe fl al. [61], Vanderbilt [62], Shirley d al. [6:3], Chou 
[64] c Saito et al. [65]. Todos estes trabalhos visam, principalmente, aplicações dentro do 
método de Car e Parrinello [66]. 
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Apêndice B 
O pseudopotencial de Phillips e Kleinman 
foi com o trabalho de Phillips e Kleinman ( PK ) [24], que o conceito de pseudopo-
tencial se difundiu na física do estado sólido. Eles se basearam no método OPW para 
cálculos de banda, chegando a urna expressão analítica para um potencial repulsivo ao qual 
chamaram pseudopotencial. Esta foi a primeira metodologia que permitiu obter um pscu-
dopotencial através de um processo ab-initio. Este procedimento foi seguido por muitos 
químicos teóricos para obter pseudopotenciais para serem empregados em cálculos de es-
trutura eletrônica de moléculas dentro da aproximação de Hartree-Fock [67, 68, 69, 70] 
e também em cálculos de espalhamento de elétrons por átomos de Hélio [n, 7 4] e por 
moléculas de Nitrogênio [75]. Mais tarde o procedimento de PK foi utilizado dentro da 
LDA [71, 72]. 
A essência do trabalho de PK é a seguinte. Para um elétron de valência, a função de 
onda é escrita como: 
(B.l) 
sujeita à condição, 
(13.2) 





\~v >= (1 - P) \tPv > (B.4) 
onde: 
P = L: \~c >< ~c\ (B.5) 
c 
As funções \1/Jv > e \~c > satisfazem a equação de Schrodinger monoeletrônica: 
H\~i >= E;\1/>; > ' i= v, c (B.6) 
Usando as equações ( B.3) e ( B.6) é possível obter uma equação para a função jlji,, >. Isto 
dá 
( PK) IJ + VR \ifv >= fv\ifv > (B.7) 
corn: 
(B.8) 
Aplicando o operador (H + V fK) sobre a função \1/>c > temos: 
(B.9) 
O que podemos concluir das Eqs. ( B. 7) e ( B.9) é que o espectro de autovalores do operador 
H + VA'K inclui somente os autovalores de valência. Isto decorre da forma do operador 
Vf/K. Da Eq. ( B.S) vemos que VIfK é um operador não local e como (tv- fc) é positivo, 
é um potencial repulsivo. Com isto, acontece um cancelamento entre os potenciais V( f') 
e v:K' resultando em um potencial efetivo fraco. Como o pseudopotencial depende do 
autovalor 1':0 que queremos calcular, ele deve ser obtido por um processo autoconsistente. 
A condição dada pela Eq. (B.2) imposta sobre I7,L>v >lhe confere oscilações na região do 
caroço. No entanto, esta condição é substituida, em I<Pv >,pela adição do pseudopotencial 
no Hamiltoniano e I<Pv > passa a ser uma função sem oscilações. 
As autofunçõcs I7,L>v >e I<Pv >,embora tenham a mesma forma fora da região do caroço, 
diferem por um fator de normalização. Isto pode ser visto facilmente se tomarmos o produto 
escalar da Eq. ( B.3) com< 1,bvl, que dá 
(B.lO) 
A Eq. (B.lO) mostra que se 17/Jv > for normalizada, I<Pv > não o será e vice-versa. Isto 
implica em urna má descrição da densidade de carga de valência e consequenternente no 
potencial autoconsistente. 
Recentemente Bylander e Kleinman propuseram uma nova versão deste pseudopotencial 
baseada em um outro operador de projeção P [76]. 
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Apêndice C 
Os pseudopotenciais "Norm-Conserving" 
O procedimento para a obtenção de pseudopotenciais Norm-Conserving, desenvolvido por 
Hamann, Schlüter e Chiang [25], inicia com a solução da equação radial de Schrodinger 
para todos os elétrons 
(C.l) 
O potencial autoconsistente V( r) em uma primeira etapa é modificado, resultando em um 
potencial Vu(r), não singular, dado por 
(C.2) 
onde 
fL (!____) = exp [- (!____) .\] 
rc1 rc1 
(C.:l) 
Nas equaçôcs acima, rc1 é o raio onde a função ·u1(r) tem seu máximo rnais externo, c define 
a região do caroço. Para os orbitais de valência, as pseudofunçôes de onda (já sem nós) 
são obtidas com o ajuste da constante c1 que aparece na Eq. ( C.:!), de tal forma que 
os autovalores ftl sejam iguais aos autovalores de valência obtidos com a solução da Eq. 
( C. l), através da solução de 
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[ 
1 d2 l(l + 1)] --- + Vlt(r) + 
2 2 
w11(r) = fitWu(r) 
2 dr 2 'r 
( C.1) 
onde 
"ftWu(r) = Ut(r) ; r> rc1 (C.5) 
A constante /I é obtida da relação 
(C.6) 
Na segunda etapa, as pscudofunções w11 ( r) são modificadas e dão origem às funções 
onde 
A constante 81 é obtida pela normalização de w 21 (r) 
~~2 1
00 
[w11(r) + 81g1 C~J r dr = l 
O pscudopotencial final V2t(r) é obtido através da inversão de 
que fornece 
/tÓtr1+1 ft (..!...) 
v21 ( r) = Vu ( r ) + --;--··---~d X 
2w21 (r) 
[),2('")2.\ 2Ài+À(
À+l)(r).\, . ] x ·-. - - ..... ··· ··-:-·-·-- -_ + 2t 2t - 2Vu(r) 







O pseudopotencial "desblindado" é obtido através de 
v. ion( ) _ l/ ( ) 47r 1' ( 1) 12d 1 A 1= ( 1) 1d 1 óE.,c[p(r)] 1 r - v21 r - - p r r r - ·•7r p r r r - -r o r Ó p( 1') (C.l2) 
onde 
( ) "' _ [w21(r)] 
2 
p r = L..wl 
l r 
(C.l3) 
Kleinman [77] propôs uma maneira de se extender o procedimeto de HSC para incluir 
correções relativísticas. Bachelet e Schlüter [78] e po10teriormente BHS [26] colocaram esta 





A forma operacional de f(kf, ki) 
Vamos aqui obter a forma operacional para a amplitude de espalhamento. A expressão 
Utilizando as expansões 
I W ~~) > = I: a~) ( k;) I X m > (D.2) 
m 
e 




J(k,,k;) = -~[I':a},+l(f;)b!(f,) + I:a~l(f,)*bm(k;)- I':I':a~;l(kJ)*a~+)(k;)dmn] 
....,7f n rn rn n 
(D.4) 
onde definimos os elementos de matriz bL(kJ ), bn(k;) e dmn como 
(D.5) 
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Impondo a condição de extremo em relação aos coeficintes de expansão 
obtemos da Eq. ( D.S) 
e da Eq. ( D.9) 
b[J(k" k;)] -o 
6a~l(f;) -








Multiplicando ambos os lados da Eq. ( D.lO) por (d~ 1 )mn e somando em m obtemos 
a~,~l(f,)' = "L;bJ(kJ)(d~ 1 )In (D.l2) 
I 
onde utilizamos o fato de que I.:m dim(d- 1 )mn = bin· Do mesmo modo, multiplicando arnbo:; 
os lados da Eq. ( D.ll) por (d- 1 )nm c somando em m obtemo:; 
a~+l(f;) = 2)d- 1 )nibi(k;) 
I 





ou, na forma mais popular 
(D.l5) 
que é a expressão operacional desejada. 
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Apêndice E 






onde QLM(i- â) são polinômios em (i- â). O pseudopotencial é dado por 
A A A 
Vpp = Y::ore + \-'ion (E.4) 
Queremos obter o elemento de matriz do pseudopotencial Vpp entre duas funções Gaus-







Primeiramente vamos calcular a integral angular 
f d'Y.m( ')Q (- __,) -a'if'-ãl 2 r 1 r LM r- a e (E.6) 
que poder ser escrita como 
-<>(r
2 -a2)/d'Ym(')Q (- -) 2aã.r e r 1 r LM r- a e (E.7) 
Da expansão 
e(k.r = 41!" L i1jt(kr)}ím(k)}ím(f) (E.S) 
l,m 
tira-se a expansão 
é-'= 41l" L i1(ur)}í"'(u)}ím(f) (E.9) 
/,m 
onde it( x) é a função de Bessel esférica para argumento imaginário dada por 
. ( ) ·I . ( . ) liX =!]1-ZX ( E.l O) 
Estamos usando harmônicas esféricas reais. 
Das relações de recorrência para as funções esféricas de I3essel, obtemos as seguintes 
relações de recorrência para as funções i1(x) 
Para l = O c l = -1 ternos 
. lh(x) l. 
11+1 =- -- -z1(x) 
dx x 










. ( ) co.shx z_ 1 x = 
X 
Definimos agora os fatores estruturais q(L, M, l, m, À, fL, v, à) por 
l-+1 +.\ L 
Yím(i-)QLM(r- ã) =L L L q(L,M,l,m,À,fL,v,ii)r''Yf:(r) 
.\=0 t"=-À v=l>--11 
onde devemos obedecer à restrição de que v+ l +À seja par. 
Obtemos então, para o elemento de matriz 
L'+l L+/ U f, 
(47r)2e-(<>a2+f3b2) L Anj/ L L L L X 
nj/ .V=O .\=0 v'=l.\'-11 v=l.\-11 
X fooo r2+2n+v+v' e-(<>+.6+u;t)r2 i;.,(2aar )i.\'(2jJbr )dr X 
+.\ 
L Yf:(â)Y_(,'(b) X 




x L q(L, M, l, m, À, /-L, v, ã)q(L', M', l, m., >.', fL 1 , v', b) (E.16) 
TTL;;;;;;-/ 
com as restrições de que v + l + À e v' + l + >.' sejam pares. 
Definimos as integrais J( N, À,>.', A, B) por 
J(N \ \f A B) :::-.LA±~ r= 2+N -•2 . (A ) . (B ) l , "", "" , , = e • Jo r e z;., . r z .v r c r (E.17) 
e notamos que as integrais dependem apenas de s = v + v', em vez de depender de r; e v' 
separadamente. 
A expressão final para o elemento de matriz fica 
f/ +I L+ I L+// 
3 biT~., I ~ < ,: V ion O: > :LI:: L X 
.\'=0 ,\=U s=l.\'-ll+l.\-11 
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+À L,s-IV-11 +I 
L Y{'(â)Yt' (b) L LX 
xq(L, M, I, m, À, 11, v, â)q(L', M', l, m, >.', 11', s- v, b) (E.l8) 
onde no somatório em v devemos escolher corno limite inferior o maior entre os valores 
[,\-li, s- L' e como limite superior o menor entre os valores L, s- [>.' -/[. 
E.l.l Cálculo dos fatores de estrutura q(L, M, l, rn, À, J.l, v, â) 
Considere a definição dos fatores de estrutura 
L+l +;. L 
~m(r)QLM(i- â) =L L L q(L,M,l,m,À,/l,v,â)rvY;'(r) (E.l9) 
Ã=O J"=-À v=IÃ-11 
Se fizermos a inversão 
- -r ____, -r 
- -a ____, -a 
descobrimos que 
q( L, M, l, rn, À, /1, v, -â) = ( -l)L+I+"q(L, M, l, m, À, fl, v, â) 
q11e é a única operação de simetria sendo usada. 
Há (L+ l + 1)2 harmônicas esféricas Y{' envolvidas. Vamos considerar (L+ l + 1)2 
vc~tores unitários ri escolhidos por sorteio. A matriz quadrada Y:{'(ri) pode ser invertida 
para obtermos 
L 
L 'tr(h)QLM(rr;- â) [Y{'(r,W1 = L q(L, M, l, m, ,\, fl, V, (l)rv (E.20) 
v=IÀ-/1 
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Esta relação é usada em alguns poucos raios T'j para obter 
2::2:: Yím(i\)QLM(ri;- ã) [Y,((1\)r 1 [rjt1 = q(L, M, l, m, À, p,, v, ã) ( E.21) 
J 
Este método dispensa os coeficientes de Clebsch-Gordan e só exige uma sub-rotina para 
inverter matrizes e uma para calcular harmônicas esféricas. 
E.1.2 Cálculo das integrais .J(N, ..\,..\.',A, B) 
Considere a definição das integrais J( N, À, N, A, B) 
(E.22) 
A partir das relações de recorrência das funções i,\(x) dadas pelas Eqs. ( E.ll) e ( E.l2) 
obtemos 
J(N, >., À1 , A, B) = J(N, À- 2, >.',A, R)-
2
À ~ l J(N- 1, À- 1, >.',A, R) 
') ),' 1 
J(N, >.,>.',A, B) = J(N, À, À1 - 2, A, B)- w ;; J(N- l, >., À
1
- 1, A, R) 
AltStn disso, uma integração por partes leva à 
(N- À->.'+ l)J(N,>.,>.',A,B) 
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2.! ( N + 2, À, À1, A, B) -
-AJ(N + 1,>.- l,À1,A,B)-






O termo < {3 I Vcore I aa > 
Seja: 
'/ 2 
' Dv '\""" J( 1/2 ) V:ore =--L... c;cr P; r 
r •=I 
(E.26) 
queremos calcular a integral 
b ' < (J \Vcore \o: a > 
2 
-Z, I: f drQLM(i- ã) Quw(i- b) X 
i=l 
( ~ ;'12 /3(~ b'-"• C; < xe~"' r~a, ~ r~,, - crf(pfr) 
r 
(E.27) 
que pode ser reescrita como 
(E.28) 
Definimos os fatores de estrutura r( L, M, L', M', n, À, JL, â, b) por 
xr(L, M, L', M', n, À, ft, â, b) (E.29) 
e definimos as integrais radiais K(n, À, X, Y) por 
( E.:3o) 
cnja relação de recorrência é 
f . ( \ v }/) - l' ( - \ - ') v v) - 2 À - 11 ,• ( - 1 \ - 1 v }'") \ n ~ A~ ... '\.. , - t\ n 1 ~ A .... ~ ... "\. ~ 1 Y'" \ n ~ " ~ ~ '\. , ( E.31) 
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Com isto, a forma final do elemento de matriz é 
2 L+L' (L+~'+>.) 
-47r Zve-(<>a2+fJb2) L c; L L X 
i=l .\=0 n=.\ 
( a) l".c-
2 »:-.32 l' ( \ p; 2loã + f3bl) 
X O! + f' 2 t\ n A ------ - X 
' 'a+f3' (u+8)1 
~ (L M L' M' ~ ~) JJ. ( uâ + j3b ) X L.. r , , , , n, À, p., a, b Y:\ -_.;··· ·-·-co 
JJ.=->- jna + ,Bbl 
(E.32) 
Os fatores de estrutura r( L, M, L', M', n, À, p, ã, b) são calculados da mesma maneira 
que os fatores de estrutura q(L, M, l, m, À, p., v, ã). 
E.2.1 As integrais K(n, À, X, Y) 
A definição das integrais K(n, À, X, Y) é 
É conveniente definir a função l?(n, À, X, Y) por 
- y2 
K(n,À,X,Y) =e-< K(n,À,X,Y) 
A regra de recorrência para K(n, À, X, Y) é 
l?(n, À, X, Y) 
pé!. r a 
2 ? 
YR(n- 1, À- 2, X, Y)- ;~ K(n- 1, À- 1, X, Y)-
1 X} ~ 
--,- F(n, À, X, Y) 
]f2 y 







cuja regra de recorrência obtida por integração por partes é 
2(1 +X) ., 2n + 1 -










Queremos calcular o elemento de matriz do pseudopotencial entre uma onda plana lk > e 
uma função Gaussiana Cartesiana laa >. Corno foi feito no apêndice anterior o centro do 
pseudopotencial é colocado na origem . 
...... ~ 
F.l O termo < kiVionlaa > 
O termo iônico do pseudopotencial é 
I 3 2 +I 
Vion = 2.: 2.: 2.: Anjl12nc~"'J'r2 2.: Yí"'(r) j dr:'}í"'(r:') 
n=O J=l 1=0 m=-1 
( F.4) 
Vamos considerar a integral angular 
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Jd "Y,m(')Q (~ ~) -aJT-ã\2 r 1 r LM r - a c (F.5) 
Repetindo o procedimento do apêndice anterior a integral acima fica 
I+L L +-' 
4-n-e-a(r'+a')Z::: L: i,\(2aar)r 11 L: q(L,M,l,m,À,JL,v,â)YJ:(â) (F.6) 
À=O v=\Ã-1\ iJ.=-À 
onde i>.(x) é a função de Bessel para argumento imaginário, definida no apêndice anterior. 
O elemento de matriz agora fica 
1 3 2 I+L L +I 
47rc-aa
2 L: L: L Anjl L: L: L X 
n=O j=1 1=.0 >-=O v=\>--1\ m=-1 
X 100 drr2n+v+2 e-kJ•+a)r2 i>.(2aar) j dfe-ik.f'yt(f) X 
+>-
X L: q(L,M,l,m,À,/-L,V,â)Y{(â) 
iJ.=-À 
onde vale a restrição de que v+ À + 1 seja par. 
(F.7) 




onde Jl( x) é a função esférica de Bessel. O elemento de matriz então fica 
1 3 2 I+L L 
(47r?e-aa
2 L: L: L(-i)1 Anjl L L: X 
n=.O j=! 1=.0 ,\=.0 v=\>--1\ 
X 1= drr2n+v+2 e-(a,,+a)r 2 i\(2aar)jl(kr) X 
+I +-' 
X L rím(k) L q(L, M, l, m, ,\, J.L, V, â)Y((â) (F. lO) 
m=-1 !-'=-,\ 
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Vamos definir agora as integrais radiais G(N, À, l, A, B) por 
(F.11) 
Utilizando as relações de recorrência para as funções i\(x) e j1(x), obtemos as seguintes 
relações de recorrência para as integrais G(N, À, l, A, B) 
2À- 1 
G(N,À,l,A,B) = G(N,À- 2,l,A,B)- A G(N -l,À -1,l,A,B) 
G(N À l A B) = ~L=!.c(N- 1 À l- 1 A B)- G(N À l- 2 A B_) ' ' ' ' B . ., ' ' ' ' ' ' ' 
Fazendo uma integração por partes, obtemos mais duas relações de recorrência 
(N- À -l + l)G(N,À,l,A,B) 
(N +À+ l + :3)C(N, À, l, A, R) 
2G(N + 2, À, l, A, B) -
-AG(N + 1, À- l,l, A, B)-
-BC(N + 1, À,l- 1, A, JJ) 
2G(N + 2,À,l,A,B)-
-AG(N + l,À + l,l,A,B)-
-BG(N + 1,,\,l + l,A,B) 
Podemos agora escrever a forma final do elemento de matriz. Ela é 
2 l+L L 
_. ' 
< kiVionia'l > ( 47r )2 2::)-i)l L L X 







2 k2 l 3 ~'"'zla +-.- 1 A· 2aa k 
X " e "+"1 1 " "'31 G 2n + v ' l ----··· ---~ X L..; -" L....t 2n±JJ±3 ' A' ' 1 ' 1 
j=l n=o(G'jl+a) 2 ( (a+ajl)2 (a+G'j!),) 
[ 
+I +-' l 
X m~/Ím(k) I'~-' q(L,M,l,m,À,Jl,v,ã)Yf(â) 
Aqui também deve ser obedecida a condição de que v + l + >. seja par. 
..... ~ 
F.2 O termo < kiVcoreiaa > 
O termo local do pseudopotencial é 
Se escrevermos 
o elemento de matriz fica 
' _ Zv ~ . 1/2 Vcore- -- L...c,erf(p; r) 
r . 1 •= 
2 
< kiVcorelaa >= -Zve-ik.ãQLM(i.ç;;) L CmHrn(k,â) 
m=l 
onde 









( p .22) 
(F.2:3) 
























Usando isto em Hm(k, â) obtemos 
( )
·ª o 1 [t~+ k t] __, __, 1r 2 _!é a i2u 
Hm(k,a) = - e •" ~ erf 1 
a lã+~~ 2"'V 2 12o ,m 
(F.:33) 
que fornece a seguinte forma final para o elemento de matriz 
(F.34) 
--< 
F.2.1 Cálculo de F(k) 
Seja 
~ j+'"" .~ ~1 1 F(k) = -oo dre-•k.r r er f[phr] (F.3.5) 
onde 
1 1 
er f[phr] = 1 - er fc[phr] (F .:36) 



















Para o cálculo da transformada de Fourier do potencial Coulombiano usa-se o artifício 
de calcular a transformada de Fourier do potencial Coulombiano blindado dado por 
r 
(F.12) 
c depois tomar o limite quando t tende a zero. Isto fornece 
f
+= - e-<r 4 
1m rc - = --I. . d- -ik.i' 7f 
,_,o -= r k2 
(F.43) 
A outra integral é facilmente calculada resultando em 
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